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СИНТЕЗ ЦИФРОВИХ РЕГУЛЯТОРІВ ПОНИЖЕНОГО ПОРЯДКУ ДЛЯ
ЗАМКНУТИХ СИСТЕМ УПРАВЛІННЯ НЕПЕРЕРВНИМИ ОБ’ЄКТАМИ
Актуальність. Складність цифрового регулятора замкнутих систем управління неперервними об’єктами визначається розмірністю

математичної моделі об’єкта управляння, яка подається у вигляді передаточної функції. На практиці перевага надається простим
регуляторам, розмірність яких менша за розмірність об’єкта. Саме тому задача синтезу систем управління з використанням лінійних
регуляторів низького порядку є предметом уваги багатьох дослідників.

Мета. Виклад результатів розробки методики синтезу цифрових регуляторів пониженого порядку з гарантованою якістю управління
на основі редукованої передаточної функції об’єкта управління.

Метод. Спрощення регуляторів досягається за рахунок використання при синтезі редукованої передаточної функції об’єкта
управління. Синтез пропонується виконувати в два етапи. На першому етапі здійснюється редукція передаточної функції об’єкта
управління. Критерієм якості редукції є відповідність значень інтегральних оцінок якості перехідного процесу вихідної та спрощеної
моделей об’єктів управління, замкнутих одиничним негативним зворотнім зв’язком системи автоматичного управління. Виконання
критерію досягається забезпеченням відповідності непрямих показників якості перехідного процесу вихідної та редукованої моделей.
На другому етапі реалізується безпосередній синтез цифрового регулятора. В роботі показано використання метода синтезу
компенсаційних регуляторів.

Результати. Застосування викладеного підходу показано на прикладі синтезу цифрового регулятора для системи частотного
автопідстроювання. Наводяться результати цифрового моделювання.

Висновки. На відміну від відомих підходів, відповідності між початковою та спрощеною передаточними функціями досягається
шляхом привласнення редукованій моделі значень непрямих показників якості перехідного процесу вихідної моделі, які визначаються
за частотними характеристиками. Практична значущість роботи полягає у створенні методики синтезу простих лінійних цифрових
регуляторів для замкнених систем управління неперервними об’єктами.

Ключові слова: синтез, редукція, цифровий регулятор, передаточна функція, об’єкт управління, частотна характеристика.

НОМЕНКЛАТУРА

0k  – коефіцієнт підсилення вихідної передаточної
функції;

k  – коефіцієнт підсилення редукованої передаточної
функції;

iT , jT , kT  – постійні часу вихідної передаточної
функції;

lT , rT  – постійні часу редукованої передаточної
функції;

ξ  – коефіцієнт затухання;
p – оператор Лапласа;
h  – інтервал часової дискретизації
q  – порядок редукованої моделі;
r  – порядок чисельника вихідної передаточної функції

об’єкта управління;
m  – кількість інерційних ланок у складі вихідної пере-

даточної функції об’єкта управління;
s – порядок астатизму об’єкта управління;
v  – порядок чисельника редукованої передаточної

функції об’єкта управління;
)(0 pW  – вихідна передаточна функція об’єкта управ-

ління;
)( pW  – редукована передаточна функція об’єктаа

управління;
)(zWцр  – дискретна передаточна функція цифрового

регулятора;
J  – інтегральна оцінка якості перехідного процесу;
зрω  – частота зрізу;

0ϕΔ  – запас стійкості за фазою;
)(0 ωW  – амплітудно-частотна характеристика вихід-

ного об’єкта управління;
)(ωW  – амплітудно-частотна характеристика редуко-

ваної моделі об’єкта управління;
)(ωϕ  – фазочастотна характеристика редукованої

моделі об’єкта управління;
ε  – помилка системи в сталому режимі;
h  – інтервал часової дискретизації;
x  – поліноміальна вхідна дія;
y  – вихідна дія системи;

xiΔ  – i -та ліва різниця від вхідної дії;

N  – порядок вхідної дії;
σ  – перерегулювання перехідної характеристики;

)(zWε  – передаточна функція за помилкою системи
управління з цифровим регулятором;

)(zA  – поліном чисельника передаточної функції за
помилкою системи управління з цифровим регулятором;

)(zС  – характеристичний поліном системи управлін-
ня з цифровим регулятором;

iQ  – коефіцієнти характеристичного полінома систе-
ми управління з цифровим регулятором;

im , in  – коефіцієнти передаточної функції цифрово-о-
го регулятора.

ВСТУП
Одною з центральних задач теорії автоматичного уп-

равління є задача синтезу, в результаті рішення якої виз-
начається склад, структура та параметри усіх пристроїв
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системи автоматичного управління при умові відповід-
ності заданому комплексу технічних вимог. При цьому
однією з необхідних умов синтезу є наявність матема-
тичної моделі об’єкту управління. Для систем з одним
входом і одним виходом такою моделлю, як правило, яв-
ляється передаточна функція. У більшості випадків по-
рядок передаточної функції об’єкту визначає складність
регулятора. На практиці викликають інтерес регулятори
низького порядку з фіксованою структурою (прості ре-
гулятори) [1]. Спрощення регулятора актуальне не лише
зниженням обчислювальної складності, але і можливі-
стю формувати алгоритми управління на базі простих
контролерів [1, 2].

Питанням синтезу регуляторів пониженого порядку
присвячено досить велику кількість публікацій. Викла-
дені в них методи можна розділити на два класи: прямі та
непрямі. Прямі методи передбачають розрахунок регу-
лятора за допомогою оптимізації його параметрів або
проведення будь-якої іншої процедури, що супровод-
жується певними обчислювальними витратами. Прямі
методи, як правило, дозволяють формувати і структуру,
і якість управління, але немає ніяких гарантій, що регуля-
тор, який синтезується, буде побудовано [1].

Непрямі методи припускають синтез регулятора ви-
сокого порядку з подальшим його спрощенням або ре-
дукцію моделі об’єкту управління з подальшим викори-
станням результату для синтезу регулятора. Непрямі
методи завжди дозволяють побудувати регулятор пони-
женої розмірності, проте не гарантують ні заданої струк-
тури регулятора, ні бажаної якості управління [1]. Зважа-
ючи на це задача синтезу цифрових регуляторів пониже-
ної розмірності залишається актуальною.

Метою статті є виклад результатів розробки методи-
ки синтезу цифрових регуляторів пониженого порядку з
гарантованою якістю управління на основі редукованої
моделі об’єкту управління, поданої у вигляді передаточ-
ної функції. Поставлена мета досягається поетапним
розв’язанням задач редукції моделі об’єкту управління
та синтезу структури регулятора.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ
Допускається, що неперервний лінійний об’єкт зам-

кненої системи автоматичного управління описується
передаточною функцією
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Синтезувати передаточну функцію цифрового регу-
лятора пониженої розмірності )(zWцр , який надасть сис-
темі задане перерегулювання σ перехідної характерис-
тики та нульову помилку в сталому режимі 0)( =ε n .

Пониження порядку регулятора досягти шляхом вико-
ристання при синтезі спрощеної передаточної функції
об’єкта управління наступного виду
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тут 2++< msq ; qv ≤ .
Критерієм якості редукції є відповідність значень інтег-

ральних оцінок якості перехідного процесу вихідної 0J
та редукованої J моделей об’єктів управління [3, 4] замк-
нутих одиничним негативним зворотним зв’язком сис-
теми автоматичного управління.

2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ
В теорії управління задача редукції моделі займає одне

з центральних місць. Проте, евристичні методи, які зас-
новані на спрощенні моделі виходячи з фізичних та інже-
нерних міркувань дають досить грубий результат [3, 4].
Методи апроксимації, що грунтуються на розкладанні
передаточної функції в ряд з подальшим відкиданням
складових, які найменше впливають на динамічні влас-
тивості об’єкту [5, 6], також є досить наближеними. Ана-
літичні методи передбачають зменшення розмірності
моделі шляхом відкидання її елементів відповідно до за-
даного критерію. Прикладом подібної редукції є виклю-
чення деяких змінних стану в матричному описі [7, 8, 9].
Незважаючи на математичну суворість подібний підхід
досить складний внаслідок високої обчислювальної склад-
ності. Альтернативним є числовий метод, який реалізуєть-
ся за допомогою ЕОМ [4]. Подібна процедура передба-
чає наявність відповідного програмного забезпечення,
яке реалізує той або інший числовий метод, і не гарантує
збіжності процесу розрахунків. Таким чином, розробка
аналітичних методів узагальненого редукування, що не
потребують для своєї реалізації складних математичних
розрахунків, зберігає свою актуальність.

Задачі синтезу цифрових регуляторів в теорії управл-
іння також є класичними. В літературі описано ряд відо-
мих методів, серед яких: метод розміщення нулів і по-
люсів [4, 12], частотний метод [11, 12], метод ПІД регуля-
тора [3, 11, 12], метод синтезу компенсаційних регуляторів
[3, 13]. При наявності моделі об’єкта управління кожен із
зазначених методів може бути використаний для синтезу
цифрового регулятора.

3 МАТЕРІАЛИ ТА МЕТОДИ
Редукція моделі об’єкта управління. В основу підхо-

ду, який пропонується, покладено твердження [4], що
адекватність математичних моделей початкового та ре-
дукованого об’єктів, охоплених одиничним негативним
зворотним зв’язком, визначається близькістю їх пере-
хідних характеристик. Відомо, що для оцінки якості пере-
хідного процесу можуть використовуватися непрямі
показники [10], до яких належать: значення частоти зрізу
зрω , як оцінка швидкодії замкнутої системи; запас

стійкості за фазою )(0 зрωϕΔ , як міра коливальності пе-
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рехідної характеристики; запас стійкості за амплітудою,
що визначається на частоті πω , при якій система знахо-
диться на межі стійкості π−=ωϕ π)(0 . У зв’язку з цим
реалізувати редукцію передбачається можливим шляхом
привласнення редукованій моделі значень частоти зрізу
зрω , фазочастотної )(0 зрωϕ  та амплітудно-частотної

)(0 πωW  характеристик, як параметрів, що визначають
якість перехідного процесу реальної моделі. Значення
частоти зрізу розраховується з рішення рівняння

1)(0 =ωW .

Для виключення складності математичних перетво-
рень, частоту зрізу пропонується визначати шляхом по-
будови асимптотичної логарифмічної амплітудно-частот-
ної характеристики при виконанні рівності

0)(lg20 0 =ωW .

Значення )(0 зрωϕ  та πω  розраховуються із
співвідношень
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Використовуючи отримані значення зрω , )(0 πωW

та )(0 зрωϕ  в якості величин, що визначають динамічні
властивості редукованої моделі, вирази для розрахунку
коефіцієнта підсилення та постійних часу редукованої
передаточної функції (3) розраховуються із спільного
рішення рівнянь

1)( =ωзрW , (6)

)()( 0 зрзр ωϕ=ωϕ , (7)

)()( 0 ππ ω=ω WW .  (8)

Розв’язок системи рівнянь (6)–(8) дозволяє визначити
передаточну функцію з трьома невідомими коефіцієн-
тами. В умовах, коли кількість невідомих перевищує
кількість рівнянь, доцільно частину складових початко-
вої моделі, які найбільш впливають на динамічні власти-
вості системи, зберегти у складі редукованої передаточ-
ної функції. Такий підхід дає можливість отримувати пе-
редаточні функції заданого порядку. Передаточна
функція об’єкту управління, яка спрощена за викладе-
ною методикою, може використовуватися для синтезу
цифрового регулятора пониженого порядку.

Синтез структури регулятора. Передаточну функцію
цифрового регулятора )(zWцр  пропонується [13] визна-
чати з виразу
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4 ЕКСПЕРИМЕНТИ
Синтез цифрового регулятора розглядається на при-

кладі. Синтезується цифровий регулятор пониженої роз-
мірності для системи частотного автопідстроювання, пе-
редаточна функція безперервної частини якої має вигляд

)03,01)(08,01)(02,01(
20)(0 pppp

pW
+++

= .

Вхідна дія описується рівнянням (2) при 1=N . Кри-
терій якості: в сталому режимі 0)( =ε n , в перехідному
режимі %20≤σ .

Розв’язок. За графіком логарифмічної амплітудно-
частотної характеристики вихідної моделі (рис. 1) визна-
чається частота зрізу 15=ωзр  рад/с.

З виразу (4) розраховується значення фазочастотної
характеристики на частоті зрізу 0

0 171)( −=ωϕ зр .
В якості редукованої вибирається передаточна функ-

ція [4] наступного виду
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тут значення коефіцієнта підсилення k  та сталої часу T
підлягають визначенню.

Амплітудно-частотна )(ωW  та фазочастотна )(ωϕ
характеристики редукованої моделі (12) описуються
рівняннями

)1(
1)( 22

22

T
TkW

ω+ω

ω+
=ω , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ω
=ωϕ

T
arctg 1)( .

За виразами (6) та (7) розраховуються коефіцієнти ре-
дукованої передаточної функції: 187 −= ck , 51,0=T  с.

Відповідно (12) визначається дискретна передаточна
функція об’єкта управління з урахуванням екстраполя-
тора нульового порядку

 

10 ω,рад/с 

L, дБ
20 
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0 
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Рисунок 1 – Логарифмічна амплітудно-частотна характеристи-
ка вихідної моделі об’єкта
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c −−
α
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T
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T
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= .

Для досягнення заданого показника якості системи з
(10) та (11) записуються поліноми

21)1()( −−= zzA , )1)(1()( 1
2

1
1

−− −−= zQzQzC .

За виразом (9) синтезується передаточна функція
цифрового регулятора

2
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1
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12
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1

2
2 c

cn −= .

Коефіцієнти характеристичного рівняння розрахову-
вались методом розміщення нулів та полюсів [12]. Зада-
ному перерегулюванню задовольняють корені характе-
ристичного рівняння 73,01 =z  та 75,02 =z , яким відпо-
відають коефіцієнти 73,01 =Q  та 75,02 =Q .

5 РЕЗУЛЬТАТИ
Ступінь наближення результату редукції до вихідної

моделі оцінювалась шляхом математичного моделюван-
ня. При моделюванні неперервних частин системи вико-
ристовувались рекурентні формули за методом трапецій
[4]. Результати моделювання у вигляді перехідних харак-
теристик вихідної та спрощеної моделей, охоплених
від’ємним зворотним зв’язком, приведені на рис. 2 та 3.
Значення інтегральних квадратичних оцінок якості пере-
хідного процесу відповідно дорівнюють: 9899,00 =J  та

9732,0=J .
Оцінка ефективності синтезованої цифрової системи

управління також проводилась шляхом математичного

  

0              1            2            3           4      t, c 

1 

y 

Рисунок 2 – Перехідна характеристика системи управління з
вихідною моделлю об’єкта
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y 

Рисунок 3 – Перехідна характеристика системи управління з
редукованою моделлю об’єкта

моделювання при таких умовах: крок моделювання
ch 001,00 = ; крок дискретизації ch 2,0= . Результати мо-

делювання у вигляді перехідної характеристики при
1)( =nx  та графіка зміни помилки системи ε  при лінійній

вхідній дії nhnx =)(  приведені на рис. 4 та 5.
Використання у складі замкнутої системи управління

цифрового регулятора, синтезованого за викладеною
методикою, призводить до покращення динамічних вла-
стивостей системи. При заданих вхідних діях в сталому
режимі помилка дорівнює нулю. Цифровий регулятор
надає системі астатизм другого порядку.

6 ОБГОВОРЕННЯ
Отримані результати показують достатньо високу

степінь близькості між вихідною та спрощеною моделя-
ми об’єктів управління. На відміну від відомих методів
редукції моделей об’єктів управління викладений підхід
не потребує великих обчислень для своєї реалізації. Рішен-
ня отримується шляхом розв’язання системи алгебраїч-
них рівнянь.

Рисунок 4 – Перехідна характеристика цифрової системи

Рисунок 5 – Помилка цифрової системи при лінійній вхідній дії
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Недоліком викладеного підходу є те, що він може бути
задіяний лише для стійких об’єктів управління. Крім того,
якщо стоїть задача спрощення моделі до завчасно зада-
ного порядку, виникає необхідність введення ряду при-
пущень завдяки яким кількість невідомих параметрів ре-
дукованої моделі приводиться у відповідність до кількості
рівнянь у системі, яка підлягає розв’язанню. Розрахунки
ускладнюються при підвищенні порядку редукованої
моделі. Якщо модель об’єкта управління подано у про-
сторі стану, доцільно здійснити перехід до передаточної
функції за допомогою любого відомого методу.

Результати застосування викладеної методики спро-
щення моделей об’єктів управління складають основу
для синтезу цифрових регуляторів. В роботі пропонуєть-
ся синтез регулятора здійснювати методом [13], який
відноситься до класу компенсаційних [3, 11]. Метод доз-
воляє синтезувати цифрові регулятори виходячи із необ-
хідної якості управління як в сталому, так і в перехідному.
В загальному випадку синтез регулятора може викону-
ватися любим відомим методом.

ВИСНОВКИ
У роботі викладено порядок синтезу цифрових регу-

ляторів пониженого порядку для автоматичних слідку-
вальних систем. В основу підходу покладено спрощення
передаточної функції об’єкта управління з подальшим
використанням отриманого результату для синтезу ре-
гулятора.

Наукова новизна роботи полягає у тому, що при по-
будові редукованої моделі  об’єкта  управління
відповідність між початковою та редукованою переда-
точними функціями досягається шляхом використання
непрямих показників якості перехідного процесу, які виз-
начаються за частотними характеристиками.

Практична цінність отриманих результатів полягає у
створенні теоретико-методологічної основи для синтезу
цифрових регуляторів низької структурної складності, які
реалізують прості алгоритми управління.

Перспективами подальших досліджень є розвинення
викладеного підходу для ідентифікації математичних мо-
делей об’єктів управління за перехідними характеристи-
ками, які отримуються експериментально.

ПОДЯКИ
Робота виконана відповідно до плану наукової робо-

ти Житомирського військового інституту імені С. П. Ко-

рольова на 2016 рік, носить ініціативний характер та ви-
конана без спонсорської допомоги.
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СИНТЕЗ ЦИФРОВЫХ РЕГУЛЯТОРОВ ПОНИЖЕННОГО ПОРЯДКА ДЛЯ ЗАМКНУТЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЕ НЕ-

ПРЕРЫВНЫМИ ОБЪЕКТАМИ
Актуальность. Сложность цифрового регулятора замкнутых систем управления непрерывными объектами определяется размер-

ностью математической модели объекта управления, которая представляєтся в виде передаточной функции. На практике более пред-
почтительными являются простые регуляторы, размерность которых меньше размерности объекта. Именно поэтому задача синтеза
систем управления с использованием линейных регуляторов низкого порядка является предметом внимания многих исследователей.

Цель. Изложение результатов разработки методики синтеза цифровых регуляторов пониженного порядка с гарантированным
качеством управления на основе редуцированной передаточной функции объекта управления.

Метод. Упрощение регуляторов достигается путeм использования при синтезе редуцированной передаточной функции объекта
управления. Синтез предлагается выполнять в два этапа. На первом этапе осуществляется редукция передаточной функции объекта
управления. Критерием качества редукции является соответствие значений интегральных оценок качества переходного процесса
исходной и упрощенной моделей объектов управления, замкнутых единичной негативной обратной связью системы автоматического
управления. Выполнение критерия достигается обеспечением соответствия косвенных показателей качества переходного процесса
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исходной и редуцированной моделей. На втором этапе реализуется непосредственный синтез цифрового регулятора. В работе пока-
зано использование метода синтеза компенсационных регуляторов.

Результаты. Применение изложенного подхода показано на примере синтеза цифрового регулятора для системы частотной
автоподстройки. Приводятся результаты цифрового моделирования.

Выводы. В отличие от известных подходов, соответствие между исходной и упрощенной передаточными функциями достигается
путем присвоения редуцированной модели значений косвенных показателей качества переходного процесса исходной модели, кото-
рые определяются по частотным характеристикам. Практическая значимость работы заключается в создании методики синтеза про-
стых линейных цифровых регуляторов для замкнутых систем управления непрерывными объектами.

Ключевые слова: синтез, редукция, цифровой регулятор, передаточная функция, объект управления, частотная характеристика.
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SYNTHESIS THE DIGITAL REGULATORS OF LOWERED ORDER FOR THE RESERVED SYSTEMS MANAGEMENT BY

CONTINUOUS OBJECTS
Context. Complication of digital regulator of the closed control systems by the continuous objects is determined by the dimension of

mathematical model of control object, which given as a transmission function. In practice more preferable are simple regulators a dimension
of which is a less dimension of object. For this reason a task of synthesis the control system with use the linear regulators of subzero order is
the article attention of many researchers.

Objective. Exposition the results of development methodology by synthesis of digital regulators the lowered order with the assured
control quality on the basis of reduction transmission function of control object.

Method. Simplification of regulators is arrived at by using for the synthesis the reduction transmission function of control object. A
synthesis it is suggested to execute in two stages. On the first stage reduction of transmission function of management object comes true. The
criterion quality of reduction is accordance the values of integral estimations quality of transient initial and simplified models the management
objects reserved by the single negative feed-back of the automatic control system. The quality criterion is arrived at by providing the
accordance of indirect indexes quality of transient initial and reduction models. On the second stage the direct synthesis of digital regulator will
be realized. The use of synthesis method of compensative regulators is in-process shown.

Results. Application of the expounded approach is shown on the example of synthesis the digital regulator for FLL system. Work
example and simulation results are presented.

Conclusions. Unlike the known approaches, accordance between initial and simplified transmission functions arrived at by the appropriation
to reduction model the values of indirect indexes quality of initial model transient, which are determined on frequency descriptions. Practical
meaningfulness of work consists in creation the methodology synthesis of simple linear digital regulators for reserved control system
continuous objects.

Keywords: synthesis, reduction, digital regulator, transmission function, management object, frequency description.
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