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СИНТЕЗ СТРУКТУРНО ПЕРЕКЛЮЧАЕМЫХ СИСТЕМ 
ДЛЯ УПРАВЛЕНИЯ МНОГОМЕРНЫМИ ПОДВИЖНЫМИ ОБЪЕКТАМИ

В статье рассматривается применение метода структурно переключаемых обратных свя-
зей для синтеза управляющих функций в замкнутых системах управления многомерными
подвижными объектами. Сформированы принципы построения оптимальной траектории дви-
жения объекта и определения моментов переключения управляющих функций в цепях обрат-
ных связей, получены значения вектора управления для замкнутых систем различного типа.
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ВВЕДЕНИЕ

Одним из базовых принципов синтеза систем уп-
равления подвижными объектами являются подхо-
ды, основанные на решении обратных задач динами-
ки (ОЗД) объектов управления, т. к. динамика под-
вижных объектов, например, морских подвижных
объектов, достаточно исследована и, таким образом,
на базе математической модели установлена струк-
турно-параметрическая связь между фазовыми коор-
динатами объекта, что позволяет максимально ис-
пользовать это знание при синтезе управления.

ОЗД формировались и решались еще У. Гамильто-
ном, Ж. Лагранжем в задачах аналитической механи-
ки, позже в работах по механике управляемого поле-
та и других приложениях Н. Еругина, А. Галиуллина,
а также в работах последнего времени при синтезе
систем с обратными связями [1, 2]. Систематизирова-
но и детально рассмотрено решение ОЗД управля-
емых систем в работах [3, 4] для линейных и нели-
нейных моделей, в т. ч. при синтезе робастно ус-
тойчивых структур управляемых систем высокой
динамической точности [5].

При всем многообразии требований, которые
предъявляются к системам управления, можно при
одинаковых требованиях к точности управления вы-
делить два основных физических качества – мини-
мум расхода энергии при управлении и максималь-
ное быстродействие для переходного процесса уп-
равления [6]. Эти требования, естественно, являются
экстремальными, а система, которая отвечает им,
классически оптимальна в том смысле, как это опре-
деляется с момента возникновения теории оптималь-
ного управления.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ИССЛЕДОВАНИЯ

Для класса подвижных объектов наибольший ин-
терес представляет создание инженерных методов
исследования показателей качества многомерных ди-
намических моделей и синтеза оптимальных управ-
ляющих воздействий. Аналитическое решение кра-
евых задач при использовании классических методов
оптимального управления с учетом многомерности
объекта управления сложно и громоздко, а числен-
ное решение в ряде случаев не дает достаточно быс-
трой сходимости. В этой связи существует потреб-
ность в развитии инженерных методов оптимального
управления, которые не нуждаются в непосредствен-
ном решении дифференциальных уравнений динами-
ки объекта.

Метод структурно переключаемых обратных свя-
зей [7–9] позволяет решать практические задачи пос-
троения оптимальной траектории движения для раз-
ных критериев оптимальности и вида граничных ус-
ловий. При этом движение по отрезкам оптимальной
траектории обеспечивается управляющими функци-
ями в цепях обратной связи, которые имеют возмож-
ность переключения для перехода с текущего отрез-
ка траектории движения на заданный отрезок.

Данный метод состоит из следующих основных
этапов [7]:

– планирование оптимальной траектории;
– определение моментов переключения управля-

ющих функций в цепях обратной связи объекта;
– синтез управляющих функций в соответству-

ющих цепях обратной связи многомерного объекта.
Планирование траектории перехода объекта для

заданных критериев (условий) оптимальности и гра-
ничных условий заключается в определении необхо-
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димого количества отрезков траектории с постоянны-
ми значениями соответствующих производных фазо-
вых переменных, а также моментов времени пере-
ключения управляющих функций в цепях обратных
связей при переходе c начального отрезка на задан-
ный отрезок траектории. Переключение управля-
ющих функций изменяет структурную конфигура-
цию обратных связей и решает задачу обеспечения
необходимого порядка производной фазовой пере-
менной с соответствующим позитивным или нега-
тивным постоянным значением. Синтез управля-
ющих функций при этом будет заключаться в опре-
делении управляющих воздействий в цепях
обратных связей объекта управления, при которых
на определенных отрезках фазовой траектории вы-
полняются условия постоянства соответствующих
производных фазовых переменных. Произвольную
фазовую траекторию объекта управления можно опи-
сать как совокупность отрезков траектории с посто-
янной производной определенного порядка. Плани-
рование фазовой траектории объекта управления для
заданных начальных и конечных условий включает
определение необходимого количества отрезков фа-
зовой траектории с постоянными значениями соот-
ветствующих производных вектора фазовых коорди-
нат, а также вычисление моментов переключения уп-
равлений в обратных связях.

Целью данной статьи является разработка мето-
дов решения задач, стоящих перед перечисленными
выше этапами синтеза замкнутых систем управления
многомерными подвижными объектами.

Для і-го отрезка фазовой траектории произвольно-
го (в т. ч. нелинейного, нестационарного) динамичес-
кого объекта запишем, применяя разложение в ряд
Тейлора,

(1)

где  –  вектор фазовых ко-
ординат движения по координатным осям
l = {x, y, z}; Rp – вектор, определяющий остаточные
члены ряда Тейлора; – началь-
ный и конечный моменты времени движения объекта
по каждой из координатных осей на i-м отрезке тра-
ектории.

Планирование фазовой траектории объекта управ-
ления для, соответственно, начальных и конечных
условий

заключается в определении необходимого количества
отрезков фазовой траектории с постоянными значе-
ниями соответствующих производных вектора X(t), а
также моментов времени  переключения управля-
ющих функций в обратных связях для обеспечения
перехода объекта с данного отрезка траектории на
последующий отрезок по каждой из координатных
осей l = {x, y, z}.

Синтез оптимальных управляющих функций для
многомерного объекта с применением метода струк-
турно переключаемых обратных связей рассмотрим
на примере задачи управления с минимумом расхода
энергии. Рассмотрим уравнения движения динами-
ческого объекта на горизонтальной плоскости при
равных граничных условиях по двум возможным фа-
зовым траекториям:

, (2)

, (3)

где Х(0), Х(T1) = Х(T2) – векторы начальных и конеч-
ных координат; T1, T2 – время движения по каждой
из траекторий; m, r – порядок высших производных
вектора фазовых координат.

Оценка кинетической энергии, затраченной на
движение, показывает, что для траектории, определя-
емой уравнением (3), при выполнении условия m > r
расход энергии меньший по сравнению с траекто-
рией (2). При этом в случае (m – r) = 1 разница кине-
тических энергий ΔE = min, а с ростом (m – r) вели-
чина ΔE будет также возрастать. Последующий ана-
лиз показывает, что оптимальной по минимуму
расхода энергии является траектория с наименьшим
количеством минимальных по амплитуде производ-
ных фазовых переменных, необходимых для выпол-
нения всех граничных условий.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТОВ 
ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ УПРАВЛЯЮЩИХ 
ФУНКЦИЙ В ЦЕПЯХ ОБРАТНЫХ СВЯЗЕЙ 
ОБЪЕКТА УПРАВЛЕНИЯ

Переключение управляющих функций обеспечива-
ет требуемый порядок производной фазовой коорди-
наты с соответствующим положительным или отри-
цательным постоянным значением. Синтез управля-

X t( ) xx t( ) xy t( ) xz t( );;{ }=

tlΔ ti 1+
l ti

l ti
l ti 1+,;–=

ti
l
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ющих функций будет состоять в определении
управляющих воздействий в цепях обратных связей
объекта управления, при которых на определенных
заданных отрезках фазовой траектории выполняют-
ся условия постоянства соответствующих производ-
ных фазовой переменной X(t). Таким образом, при
движении по координатным осям l = {x, y, z} на каж-
дом отрезке фазовой траектории будет включаться на
определенное время Δtl соответствующая цепь обрат-
ной связи, реализующая заданную управляющую
функцию.

Моменты переключения управляющих функций в
обратной связи будут определяться на основе энерге-
тического анализа (гамильтониана системы), вида пла-
нируемых фазовых траекторий с учетом ограничений
на управляющее воздействие, необходимых условий
оптимальности и заданных граничных условий.

В общем виде процесс управления можно раз-
бить на этапы «разгона» и «торможения» до задан-
ных параметров, например, постоянной скорости
движения.

Фазовые уравнения процесса «разгона» до задан-

ной скорости  c последующим движением
объекта управления с ее постоянным значением

= сonst до момента времени (ti + 2) запишем
в виде

Уравнения этапа «торможения» от постоянной
скорости = сonst до нового (заданного) значе-
ния скорости = сonst будут иметь вид

При этом ti – моменты переключения управля-

ющих функций в цепях обратных связей (i =
= 1, …, m).

СИНТЕЗ СТРУКТУРНО 
ПЕРЕКЛЮЧАЕМЫХ СИСТЕМ 
УПРАВЛЕНИЯ

Общий порядок синтеза структурно переключа-
емых систем на основе обратных связей рассмотрен
в работах [7, 8]. В данной статье предложенный под-

ход расширяется для замкнутых систем различного
вида. При этом обратная связь, замыкающая систему,
будет являться главной, а формируемые на основе
предложенного метода структурно переключаемые
обратные связи – дополнительными. Для управля-

емой системы (рис. 1), замкнутой единичной обрат-
ной связью, динамика описывается векторно-матрич-

ным уравнением вида

. (4)

После дифференцирования уравнения (4) полу-

чим вторую производную

, (5)

а после повторения процедуры дифференцирования
– третью производную

. (6)

Для траектории вида (2) при = 0 после под-
становки последовательно уравнения (4) в (5) и
дальше в (6) получим уравнение

(7)

После использования преобразования Лапласа с
учетом начального значения вектора управляющих
функций U0 и векторно-матричных преобразований
получаем

Для случая, когда обратная связь не является еди-

ничной, а описывается матрицей постоянных пара-

X· ti 1+( )

X· ti 1+( )

X· ti 1+( )
X· tm( )

Рис. 1. Структурная схема многомерной 
замкнутой системы

X··· t( )
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метров R (рис. 2), векторно-матричное уравнение (4)
запишется в виде

. (8)

Дифференцирование уравнения (8) дает уравнение
управляемой системы для траектории движения объ-
екта вида (2) с учетом выполнения условия = 0

.

При использовании преобразования Лапласа с
учетом начального значения вектора управляющих
функций U0 запишем для вектора управлений:

После повторения процедуры дифференцирова-
ния (8) получим уравнение динамики при = 0:

а также, с использованием необходимых преобразо-

ваний, выражение для вектора управлений:

В случае переменной обратной связи динамичес-
кая система (8) становится нестационарной вида

(9)

т. к. матрица R(t) будет включать компоненты, кото-

рые являются функциями времени. Проведем диффе-
ренцирование уравнения (9) и получим, например,

для второй производной

(10)

Далее для третьей производной запишем

(11)

Рис. 2. Структурная схема замкнутой многомерной 
системы с обратной связью, описываемой матрицей R

X·· t( )

X··· t( )

Рис. 3. Структурная схема системы управления вида (8) с дополнительными 
обратными связями (БКП – блок ключей переключения)
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При выполнении условия  будем иметь из (11)

(12)

Для квазистационарных объектов с медленно
изменяющимися параметрами примем, что 

, ,  есть матрицы, ком-

поненты которых известны, постоянны («замороже-
ны» [9] на интервале Δtc) и независимы для опреде-
ленного интервала времени Δtc. Тогда, применяя пре-
образование Лапласа, получим из уравнения (10) для
вектора управления U(p) при выполнении условия

 с учетом нулевых начальных значений 

Решение преобразованного уравнения (12) относи-
тельно U(p) определяет выражение вектора управля-

ющих функций для выполнения условия 

Для случая, когда на вход стационарной системы
(рис. 4) подается вектор наблюдаемых координат Y,
будем иметь векторно-матричное уравнение системы

.

В результате соответствующих векторно-матрич-
ных преобразований вектор управляющих функций

 при условии  запишется в виде

(13)

где матрица ; U0(p) – началь-

ный вектор управляющей функции.
При обратной связи, которая включает матрицу

параметров R, будем иметь уравнение (13) в виде

При переменной обратной связи R(t) динамика уп-
равляемой системы примет вид

. (14)

Преобразование уравнения (14) для квазистаци-
онарной системы аналогично (10) и решение относи-
тельно U(p) определяют выражение вектора управля-

ющих функций при условии 

Полученные значения управляющих функций да-
ют возможность для разных типов динамических
систем обеспечить движение многомерного объекта
по заданной оптимальной траектории движения.

ВЫВОДЫ

Предложенный метод структурно переключаемых
обратных связей для синтеза управляющих воздей-
ствий позволяет для широкого класса многомерных
подвижных объектов решать практические задачи
построения оптимальных фазовых траекторий для
различных условий оптимальности движения и вида
граничных условий. Данный подход не требует не-
посредственного измерения производных фазовых
переменных на выходе объекта управления, а опре-
деление моментов переключения управляющих фун-
кций осуществляется путем решения системы алгеб-
раических уравнений. Полученные решения для век-
тора управляющих функций замкнутых систем
различного типа обеспечивают движение многомер-
ного подвижного объекта по оптимальным траекто-
риям. Результаты реализации предложенного подхо-
да для синтеза систем управления широким классом
динамических объектов [10, 11], в том числе мор-
ских подвижных объектов, при решении задач их
стабилизации в условиях ограниченных акваторий
подтверждают работоспособность и эффективность
применения метода структурно переключаемых об-
ратных связей в замкнутых системах управления раз-
личного типа.

Рис. 4. Структурная схема многомерной системы 
управления с обратной связью по вектору выходных 

(наблюдаемых) координат

X··· 0=

R t( ) =

R tcΔ= R· t( ) R· tcΔ= R·· t( ) R·· tcΔ=

X·· t( ) 0=

X··· 0=

U p( ) X
k( )

t( ) 0=

X·· t( ) 0=
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Тимченко В. Л., Кондратенко Ю. П.
СИНТЕЗ СТРУКТУРНО ПЕРЕМИКАЛЬНИХ СИС-

ТЕМ ДЛЯ КЕРУВАННЯ БАГАТОВИМІРНИМИ РУХО-
МИМИ ОБ’ЄКТАМИ

У статті розглядається застосування методу структурно
перемикальних зворотних зв’язків до синтезу замкнених
систем керування багатовимірними рухомими об’єктами.
Сформовано принципи побудови оптимальних траєкторій
руху об’єктів і визначення моментів перемикання керу-
ючих функцій в ланцюгах зворотних зв’язків, отримано
значення вектора керувань для замкнених систем різного
типу.

Ключові слова: багатовимірні рухо мі об’єкти, струк-
турно перемикальні зворотні зв’язки, замкнені системи ке-
рування.

Tymchenko V. L., Kondratenko Y. P.
SYNTHESIS OF STRUCTURALLY COMMUTED SYS-

TEMS FOR MULTIDIMENSIONAL MOVING OBJECTS
CONTROL

The authors apply the method of structurally commuted fe-
edbacks for controlling functions synthesis in closed loop sys-
tems of multidimensional moving objects control. The princip-
les of optimal object trajectory construction and determination
of controlling functions switching moments in feedback circu-
its are formulated; the values of control vector are obtained for
different types of closed loop systems.

Key words: multidimensional moving objects, structu-
rally commuted feedbacks, closed loop control systems.


