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ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОСТРОЕНИЯ РИСУНКА ГРАФА

В данной работе рассматривается математическая модель для построения рисунка
графа с минимальным числом пересечений. Представлена схема выполнения этапов
построения топологического рисунка непланарного графа. Рассмотрена математическая
модель перехода от топологического рисунка графа к геометрическому рисунку используя
силовую модель, представляющую ребра графа как пружины с заданным модулем
упругости.
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ОБЗОР МЕТОДОВ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Методы построения рисунка графа (визуализация)
широко применяются в таких областях человеческой де-
ятельности как биологические науки, искусственный
интеллект, анализ финансовой информации, в процессе
проектирования плоских конструктивов где соединения
между элементами расположены в нескольких парал-
лельных плоскостях, такие как интегральные микросхе-
мы, печатные платы и т. п.

Первоначально методы, связанные с построением
рисунка графа на плоскости, стали применять разработ-
чики систем автоматизированного проектирования плос-
ких конструктивов для радиоэлектронных устройств.
В работах отечественных и зарубежных проектировщи-
ков систем [1–8] подробно рассмотрены методы пост-
роения рисунка графа и проблемы, возникающие при
реализации тех или других подходов. Дальнейшее разви-
тие этих методов рассмотрено в обзорной работе [9], где
рассказывается об эволюции методов визуализации гра-
фов в связи с потребностями практики.

Исходя из рассмотренного, можно сказать что в на-
стоящее время сложилось два взгляда на методы постро-
ения рисунка графа на плоскости: геометрический под-
ход [10–13] и топологический подход. Геометрический
способ представления сводится к геометрическому за-
данию координат вершин тем или другим способом.
Заведомо расположив вершины в точках координатной
сетки или расположив их в иерархическом порядке по
уровням или по окружности (эллипсу) и представив со-
единения (ребра) прямыми, ломаными линиями или
криволинейными отрезками, получают рисунок графа.

Другое представление рисунка графа строится на
основе теоретико-множественного описания. Одной из
первых публикаций по представлению топологического
описания рисунка графа с определением количества
пересечений ребер для двух циклических фрагментов
была работа [14]. Автору удалось преобразовать данную
задачу к решению известной задачи теории графов пред-
ставления двудольного графа с минимальным числом

пересечения ребер (рис. 1). Данный подход привел к раз-
витию методов цепочечного построения рисунка графа
для определения количества пересечений [15]. Однако
вопрос поиска оптимальной цепочки соединений для
получения рисунка графа с минимальным числом пе-
ресечения ребер остался открытым.

Дальнейшее развитие методов расчета количества
пересечений соединений представлено в работах Рап-
попорта Л. И., Мороговского Б. Н., Поливцева С. А. [16].
Они первые высказали мысль, что при построении ри-
сунка графа анализ отношения пересечения ребер мо-
жет производиться в топологическом пространстве, в
котором метрические свойства не определены. Они раз-
работали основы векторной алгебры пересечений, где
для полного и непротиворечивого описания рисунка
графа авторы вводят понятие координатно-базисной си-
стемы (КБС) и относительно ее устанавливают проек-
ции всех соединений с целью определения пересечения
ребер по их проекциям.

Как правило, такая координатно-базисная система
может быть построена относительно любого дерева гра-
фа. Несмотря на революционность подхода, ограниче-
ния, накладываемые на построение координатно-базис-
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Рис. 1. Пересечения соединений двух фрагментов
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ной системы запрещающие соединениям пересекать
базовые вектора КБС, несколько сократили примени-
мость метода. Так как различные деревья порождают
различные КБС с различным количеством пересечений
соединений возникает проблема оптимального, с точки
зрения минимального количества пересечения соедине-
ний, выбора дерева графа. Выбор такого дерева являет-
ся труднорешаемой задачей, требующей перебора всех
деревьев графа [17].

Одной из основных задач при топологическом подхо-
де к построению рисунка графа является задача плана-
ризации графа. Задача планаризации графа рассматри-
валась многими исследователями и, в частности, проек-
тировщиками систем  автоматизированного
проектирования плоских конструктивов [3, 6–8], так как
здесь она представлялась наиболее выпуклой.

Граф называется планарным если он изоморфен плос-
кому графу, т. е. существует возможность получения
плоской укладки такого графа. Область плоскости, огра-
ниченная ребрами плоского графа и не содержащая
внутри себя ни вершин, ни ребер, называется гранью.
Известная формула Эйлера связывает число вершин и
ребер плоского графа с числом его граней: r – m + n = 2,
где n – число вершин, m – число ребер графа, r – число
граней графа.

Имеется несколько критериев планарности графа, дан-
ные Л. С. Понтрягиным, К. Куратовским, К. Вайнером,
С. Мак-Лейном. Критерии планарности таковы, что если
даже удалось установить планарность графа, то нет ин-
формации о том как строить его укладку на плоскости.
В тоже время при решении практических задач недоста-
точно знать, что граф планарен, а необходимо постро-
ить его плоское изображение. Все это вызвало появле-
ние алгоритмов, которые не только проверяют граф на
планарность, но и одновременно должны строить его
плоскую укладку.

Практическое использование перечисленных крите-
риев затруднено из-за необходимости полного перебо-
ра всех простых циклов для содержательного рассмот-
рения графа. Поэтому были разработаны эвристичес-
кие методы определения планарности.

В работе [7] рассмотрен алгоритм В. Бадера для оп-
ределения планарности графа схемы, когда задан гамиль-
тонов цикл и когда неизвестно его существование. Там
же описан алгоритм О. Винга и Ж. Фишера, основанный
на аналогичной идее, но выгодно отличающийся от ал-
горитма Бадера тем, что проверка планарности ведется
по видоизмененной матрице инцидентности. В работах
Дана, Чена и др. приведены алгоритмы, которые исполь-
зуют матрицу линейно независимых циклов для опреде-
ления планарности графа. Основным ограничением это-
го класса алгоритмов является построение, а также из-
быточное хранение в памяти ЭВМ матрицы циклов
больших размеров.

Один из алгоритмов планарности разработан в 1970 г.
Хопкрофтом и Тарьяном [18]. Они нашли алгоритм, тре-
бующий О(ЅNЅlogЅNЅ) единиц времени, который они в

конечном счете улучшили до О(ЅNЅ). Данный алгоритм
проверяет граф на планарность и, если он планарен, про-
изводит его плоскую укладку. Однако, данный алгоритм
лишь косвенно содержит информацию о рисунке гра-
фа, а его применение проблематично для дальнейшего
решения задачи построения и выделения максимально
плоского суграфа из непланарного графа, а также для
решения задачи построения рисунка графа с минималь-
ным числом пересечений для непланарного графа.

Трудности, возникающие при применении цикличес-
ких, матричных и комбинированных алгоритмов, резко
сокращают применение этих методов для решения ос-
новной задачи планаризации графа. Поэтому, для про-
ведения таких вычислений в настоящее время развива-
ются эвристические подходы, связанные с реализацией
нечетких алгоритмов [15, 19]. В новом, развивающемся
научном направлении «имитационное моделирование»,
исследуются совместные действия многих интеллекту-
альных искусственных систем, в результате которого воз-
никают новые знания и новые структуры.

Поэтому, цель данной работы схематически, в общем
виде (не вдаваясь в подробности математических струк-
тур и вычислительных методов) рассмотреть способы
построения топологического рисунка графа с минималь-
ным числом пересечений и связать топологические ме-
тоды с последующими геометрическими построения-
ми рисунка графа.

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ ОПИСАНИЯ
ТОПОЛОГИЧЕСКОГО РИСУНКА ГРАФА

Традиционно, граф G = (X, U; P), как правило, задается
множеством вершин Х, множеством ребер U и трехмест-
ным предикатом Р в виде матрицы смежностей или мат-
рицы инциденций [20–24]. Графически граф G на плоско-
сти может быть представлен множеством способов [24], в
зависимости от расположения вершин (точек) на плоско-
сти, а ребра представляются произвольными отрезками
линий соединяющих точки, соответствующие концевым
вершинам. Например, граф К5  можно представить в виде
множества следующих рисунков (рис. 2).

И тогда, на повестке дня становится вопрос создания
математических структур для топологического описания
рисунка графа на плоскости [15, 25]. Необходимым по-
нятием для топологического описания плоского рисун-
ка графа G является понятие о вращении вершин графа,
введенное Г. Рингелем [26].

Определение 1. Для данного графа G вращение вер-
шины А графа G – это ориентированный циклический
порядок (или циклическая перестановка) всех ребер,
инцидентных вершине А.

Определение 2. Вращение s графа G – это вращение
всех вершин графа G.

Запись (G,σ) будет обозначать граф G с некоторым
вращением вершин σ, которое характеризует топологи-
ческий рисунок графа.

Определение 3. Циклическое множество – это множе-
ство элементов с учетом их циклической перестановки.
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Циклическое множество можно записать в виде цик-
лического кортежа.

Вращение вершин принято записывать в виде диаг-
рамм. Например, следующая диаграмма описывает вра-
щение вершин s рисунка графа, представленного на рис. 3.

Пусть Х1 – вершина, инцидентная ребру u1 в графе G
с вращением (G, σ). Мы построим в графе G замкнутый
маршрут

X1,u1,X2,u2,X3,u3,..., (1)
где вершина Х2 – второй конец ребра u1, а ребро u2
следует за ребром u1  во вращении  вершины Х2, опре-
деляемом вращением σ. Затем определяется Х3, как вер-
шина, инцидентная ребру u2 и не равная Х2. После этого
в качестве u3 выбирается ребро, следующее за ребром
u2 во вращении вершины Х3 и т. д. Закончим процесс в
точности перед тем моментом, когда должна повторить-
ся пара Х1, u1. Она должна повториться, ибо граф G ко-
нечный, а наш процесс однозначно определен и в обрат-
ном направлении, а именно, если часть Хt–1,ut,Xt,... из-
вестна, то ребро ut–1 определяется вращением вокруг
вершины Xt–1. Мы назовем такой замкнутый маршрут
циклом, порожденным вершиной Х1 и ребром u1 и ин-
дуцированным вращением σ.

Заметим, что во вращении каждое ребро появляется
в точности дважды, второй раз – всегда в противополож-
ном направлении.

Если граф планарен и имеется вращение, описываю-
щее плоский рисунок, то циклы, индуцированные вра-
щением, суть простые циклы.

Например, для плоского графа G с вращением (пред-
ставленного на рис. 3) имеем следующую систему ин-
дуцированных циклов.

Индуцированные циклы: <x1,x3,x2>, <x1,x4,x3>, <x2,x3,x5>,
<x5,x3,x4>, <x2,x5,x6>, <x6,x5,x4>, <x2,x6,x4,x1> для вершин. Или
в  виде множества  ребер:  {u1,u2,u4},{u2,u3,u7},
{u7,u8,u9},{u4,u5,u8},{u5,u6,u11}, {u9,u10,u11},{u1,u3,u6,u10}.
Индуцированный цикл {u1,u3,u6,u10} является ободом
графа и равен кольцевой сумме циклов, описывающих
границы граней рисунка плоского графа [27].

В случае непланарных графов для топологического
описания рисунка графа понятия вращения вершин уже
не достаточно, так как вращение вершин не позволяет
описывать пересечение ребер. В качестве примера рас-
смотрим рисунки непланарного графа G (рис. 4), задан-
ные одним и тем же вращением.

Рис. 2. Различные рисунки графа К5

1:  2  3  4
2:  1  6  5  3
3:  2  5  4  1
4:  1  3  5  6
5:  3  2  6  4
6:  2  4  5

Рис. 3. Граф G и его вращение вершин
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Как видно из приведенного примера, в случае описа-
ния рисунка непланарного графа одно и тоже вращение
вершин может характеризовать различное пересечение
ребер.

На рис. 4 вращение производится по часовой стрел-
ке. Здесь вращение вершин σ можно записать в виде
множества циклических подмножеств:

σ 1 = <x8,x7,x2>,  s 2 = <x1,x9,x6,x3>,
σ 3 = <x2,x7,x10,x11,x4>, σ4 = <x3,x6,x5>,

σ5 = <x4,x11,x10,x6,x8>,  σ6 = <x7,x8,x5,x4,x2>,
σ7 = <x1,x6,x10,x3>,

σ8 = <x5,x6,x10,x9,x1>, σ 9 = <x8,x10,x2>,
σ 10 = <x9,x7,x8,x5,x11,x3>,  σ 11 = <x3x10,x5>.

Для описания рисунка графа с пересекающимися
ребрами можно ввести понятие мнимой вершины – т. е.
вершины, которая характеризует топологическое пере-
сечение ребер. Тогда удается описывать топологичес-
кий рисунок графа с помощью понятия вращения вер-
шин  σ  с его свойством индуцировать простые циклы.

В свою очередь, циклы графа принадлежат линейно-
му подпространству циклов графа [27]. Будем рассмат-
ривать трехсвязные и выше, несепарабельные неориен-
тированные графы без петель и кратных ребер, без мос-
тов и точек сочленения, без вершин с локальной
степенью два и единица.

Определение 4. Мнимая вершина – это топологичес-
кое местоположение пересечения двух ребер.

На рис. 5 представлен рисунок графа с мнимыми вер-
шинами. Для идентификации мнимых вершин применя-
ется обозначение, отличное от обозначения вершин гра-
фа. Таким образом, запись (G,  σ) будет обозначать граф
G с некоторым вращением σ и одновременно будет ха-
рактеризовать рисунок графа на плоскости.

Таким образом, рисунок графа c ne исходными и nf
мнимыми вершинами n = ne + nf можно описывать и
представлять следующим образом:

1. Трехместным предикатом, устанавливающим со-
ответствие между ребром и его концевой парой вершин
в виде матрицы смежностей, матрицы инциденций или
логической записью соответствия между ребром и вер-
шинами;

Рис. 4. Рисунки графа G c пересекающимися ребрами

2. Вращением вершин s, записанным в виде множе-
ства циклических подмножеств:

σ={σ1,σ2,   , σn},  где σi = <x1,x2,…,xi–1,xi+1,…,xk>,  xi∈X. (2)

Для описания заданного топологического рисунка гра-
фа на плоскости при заданном трехмерном предикате Р и
вращении вершин σ этого вполне достаточно [28, 29]. Од-
нако, существует и обратная задача, когда вращение вер-
шин исходного графа и вращение мнимых вершин нуж-
но определить при заданном трехместном предикате Р.

Определение 5. Будем называть максимально плос-
ким суграфом непланарного графа планарный суграф,
полученный путем удаления из непланарного графа
минимального количество ребер.

Для решения задачи построения топологического ри-
сунка непланарного графа, можно предложить следую-
щую схему выполнения этапов расчета:

1) этап выделения единичных циклов графа [28];
2) проверка графа на планарность [28];
3) если граф непланарен, то выполняется этап выде-

ления максимально плоского суграфа (здесь использу-
ются различные методы дискретной оптимизации [25–
26, 30–32] для получения нулевого значения функциона-
ла Мак-Лейна при соблюдении условия «удаление
единичного цикла производится с удалением одного и
только одного ребра» [28, 33]);

4) этап построения графа циклов;
5) этап проведения маршрутов минимальной длины,

характеризующих удаленные ребра при выделении мак-
симально плоского суграфа на графе циклов;

6) этап разбиения выделенного множества маршру-
тов минимальной длины на непересекающиеся подмно-
жества с применением методов векторной алгебры пе-
ресечений;

7) этап построения рисунка графа с минимальным
числом пересечений, используя выделенное множество
непересекающихся маршрутов минимальной длины
методом теории вращений вершин графа [29];

8) этап разбиения рисунка графа на минимальное ко-
личество непересекающихся по ребрам подмножеств,
планарных суграфов (расслоение рисунка графа);

9) этап построения геометрического рисунка графа
относительно топологического рисунка графа с мини-
мальным числом пересечений;

Рис. 5. Рисунок графа G c введенными мнимыми вершинами
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10)  этап корректировки геометрического рисунка графа.
Пример 1. На примере графа К7  рассмотрим про-

цесс построения рисунка графа для непланарного гра-
фа (рис. 6–9).

Рис. 6. Полный граф К7

Рис. 7. Макимально плоский суграф для К7

Рис. 8. Минимальное число пересечений ребер для К7

Рис. 9. Разбиение на плоские суграфы

Первый этап построения максимально плоского суг-
рафа представлен на рис. 7. Здесь множество выделен-
ных простых циклов индуцирует вращение вершин:

– вращение вершины   1:   7   2   3   5   7;
– вращение вершины   2:   7   5   4   3   1   7;
– вращение вершины   3:   2   4   6   5   1   2;
– вращение вершины   4:   2   5   6   3   2;
– вращение вершины   5:   2   7   1   3   6   4   2;
– вращение вершины   6:   4   5   3   4;
– вращение вершины   7:   5   2   1   5.

c1 = {u1,u2,u7} → <х1,х3,х2>;
c2 = {u1,u6,u11} → <х7,х1,х2>;
c3 = {u2,u4,u13} → <х3,х1,х5>;
c4 = {u4,u6,u20} → <х7,х5,х1>;
c5 = {u8,u9,u16} → <х4,х5,х2>;
c6 = {u9,u11,u20} → <х5,х7,х2>;
c7 = {u12,u14,u17} → <х3,х6,х4>;
c8 = {u13,u14,u19} → <х6,х3,х5>;
c9 = {u16,u17,u19} → <х6,х5,х4>;

c0 = {u7,u8,u12} → <х3,х4,х2> – это обод.

Второй этап построения рисунка графа с минималь-
ным числом пересечений относительно выделенного
максимально плоского суграфа представлен на рис. 7.
На рис. 10 представлен окончательный рисунок графа с
вращающимися вершинами.
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Рис. 10. Вращение вершин графа для рисунка с минималь-
ным числом пересечений ребер

Результат этапа разбиения на минимальное количе-
ство планарных суграфов представлен на рис. 9.

После выполнения процедуры построения макси-
мально плоского суграфа, строится граф циклов. При
построении графа циклов каждому циклу ставится в со-
ответствие вершина, а ребро определяется истинностью
высказывания, если два цикла имеют одно общее ребро.
На графе циклов строятся соответствующие маршруты
минимальной длины для исключенных ребер в процес-
се выделения максимально плоского суграфа.

На примере графа К7 рассмотрим процесс построе-
ния маршрутов минимальной длины для исключенных
ребер графа (рис. 11).

Методами векторной алгебры пересечений [16] фор-
мируем список непересекающихся минимальных марш-
рутов и определяем топологическое размещение мнимых
вершин для первого прохода алгоритма (рис. 12).

Вновь формируем список непересекающихся мини-
мальных маршрутов и определяем топологическое раз-
мещение мнимых вершин для второго прохода алгорит-
ма (рис. 13).

Выполняем топологическое размещение мнимых
вершин до полного исчерпания списка непроведенных
соединений графа.

Рис. 11. Построение маршрутов минимальной длины

Рис. 12. Введение мнимых вершин (1 проход)

Рис. 13. Введение мнимых вершин (2 проход)

РАЗБИЕНИЕ РИСУНКА ГРАФА НА
МИНИМАЛЬНОЕ ЧИСЛО НЕПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ
МНОЖЕСТВ ПЛАНАРНЫХ СУГРАФОВ

После построения рисунка графа с минимальным
числом пересекающихся ребер, решается задача разби-
ения рисунка графа на минимальное число непересека-
ющихся планарных подмножеств. Задача разбиения ри-
сунка графа сводится к построению графа реберных
пересечений и решению задачи поиска хроматического
числа для данного графа. В качестве примера на рис. 14
представлен граф пересечений ребер для графа К7 на
рис. 6.

ПЕРЕХОД ОТ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО РИСУНКА
ГРАФА К ГЕОМЕТРИЧЕСКОМУ РИСУНКУ ГРАФА

На рис. 15 представлен геометрический рисунок графа.
Для перехода от топологического рисунка графа с

вращающимися вершинами к геометрическому рисун-
ку можно применить все богатство хорошо разработан-
ных методов построения рисунка графа [10–13].
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Рис. 14. Граф пересечений ребер

Рис. 15. Геометрический рисунок графа К7

Математической моделью перехода от топологичес-
кого рисунка графа к геометрическому рисунку может
служить силовая модель, представляющая ребра графа
как пружины с заданным модулем упругости, причем,
вершины, принадлежащие выделенному циклу (ободу),
жестко закреплены. И тогда каждое ребро графа пред-
ставляется вектором силы прямо пропорциональным его
длине:

lF g= , (3)

здесь F – вектор силы, g – модуль упругости, l – векторор
длины отрезка.

 Для силовой модели сумма векторов сил при равно-
весии в точке должна быть равна нулю:

0F
1

=∑
=

p

i
i , (4)

здесь, p – количество сил, действующих на точку (ло-
кальная степень вершины в графе).

К уравнению (3) добавляется условие равенства нулю
векторной суммы длин отрезков для любого замкнутого
контура (цикла в графе):

0
1

=∑
=

k

i
il ,  (5)

здесь, k – количество отрезков в контуре (длина цикла в
графе).

Уравнения (4–5) аналогичны первому и второму за-
конам Кирхгофа для электрической цепи, в предположе-
нии, что сила пружины F соответствует току ветви I, а
длина пружины l соответствует падению напряжения U
на ветви. Здесь g – проводимость ветви. Воспользовав-
шись данной аналогией, можем составить уравнения
равновесия для электрической цепи, а для решения при-
менить хорошо разработанные методы расчета элект-
рических схем. Так как построение осуществляется в
двумерном пространстве, то составляется и решается две
системы линейных алгебраических уравнений. Одна си-
стема уравнений характеризует расположение точек от-
носительно оси абсцисс, другая система уравнений ха-
рактеризует расположение точек относительно оси ор-
динат. В частности, можно использовать для нахождения
решения метод узловых потенциалов.

Недостатком данного подхода является то, что полу-
ченный рисунок как бы «стягивает» вершины к центру,
неравномерно распределяя их на плоскости. Однако, име-
ется возможность корректировки решения. Для этого
необходимо произвести разбиение вершин на непере-
секающиеся подмножества топологически равноудален-
ных от вершин обода.

Топологический рисунок графа с вращающимися
вершинами представлен на рис. 16.

На рис. 22 показано распределение вершин по уров-
ням.

Рис. 17 показывает расположение зон для располо-
жения вершин.

На рис. 17–22 показан процесс последовательного
расположения вершин по линиям уровня с учетом вра-
щения вершин.

Рис. 16. Рисунок графа
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Рис. 17. Уровни вершин

Рис. 18. Зоны уровней

Рис. 19. Вершины 1-го уровня

Рис. 20. Вершины 2-го уровня

Рис. 21. Вершины 3-го уровня

Рис. 22. Вершины 4-го уровня

ВЫВОДЫ

Рассмотрены основные этапы и методы построения
рисунка графа с минимальным числом пересечения ре-
бер. Приведен пример построения такого рисунка графа.
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ТОПОЛОГІЧНІ МЕТОДИ ПОБУДОВИ РИСУНКА ГРАФА
У даній роботі розглядається математична модель для побудови рисунка графа з мінімальним числом перетинів. Представ-

лена схема виконання етапів побудови топологічного малюнка непланарного графа. Розглянута математична модель переходу від
топологічного малюнка графа до геометричного малюнка використовуючи силову модель, що представляє ребра графа як
пружини з заданим модулем пружності.

Ключові слова: граф, рисунок графа, обертання вершин, закон Кірхгофа, множина циклів.
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TOPOLOGICAL METHODS OF CONSTRUCTION OF GRAPH DRAWING
In this work a mathematical model for the construction drawing of a graph with the minimum number of intersections is presented.

The construction of picture of graph is executed in a few stages, in the beginning is maximally planar sugraph for a nonplanar count, on
the second stage the construction of picture of graph is produced, with the minimum number of intersections in relation to selected
maximally planar sugraph. After the construction of picture of graph with the minimum number of intersecting ribs, the task of breaking
up of picture of graph decides on the minimum number of non-overlapping planar subsets.

Next the process of transition from the topological picture of the graph is further executed with the revolved tops to the geometrical
picture. For the geometrical image of picture of graph on a plane it is required to find the coordinates of every top of graph. For this
purpose as a power model, presenting the ribs of count as springs with the set module of resiliency, serves as a mathematical model of
transition from the topological picture of graph to the geometrical picture, thus, tops, belongings the selected cycle (to the rim), are hardly
fastened. And then every rib of graph appears the vector of force straight proportional his length.

Keywords: graph, graph drawing, spinning tops, Kirchhoff’s law, number of cycles.
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