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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Решена актуальная задача построения математической модели коллективного многокритериального 

экспертного оценивания альтернатив, которая является составной частью проблемы автоматизации интеллектуального про-
цесса принятия решений. 

Цель работы состоит в разработке метода определения относительных коллективных многокритериальных оценок аль-
тернатив и их последующего ранжирования на основе информации о личных предпочтениях экспертов. 

Объектом исследования является процесс анализа и принятия решений в условиях многокритериальности. 
Предметом исследования являются методы структурной и параметрической идентификации моделей 

многокритериального оценивания альтернатив. 
Метод. В работе предлагается подход к построению модели коллективного многокритериального оценивания альтерна-

тив на основе информации об установленных экспертами отношений частичного порядка на множестве имеющихся альтер-
натив. Предложен метод структурной и параметрической идентификации модели многокритериального оценивания, осно-
ванный на идеях теории компараторной идентификации. Показано, что решение задачи выбора структуры модели опти-
мальной сложности целесообразно проводить в классе полинома Колмогорова-Габора. Для нахождения параметров модели 
оценивания предлагается использовать способ, который базируется на вычислении чебышевской точки. Показано, что в 
этом случае задачу параметрической идентификации модели можно привести к стандартной задаче линейного программи-
рования. Полученные на основе синтезированной математической модели скалярные коллективные многокритериальные 
оценки альтернатив позволяют сравнивать их между собой по «качеству» и, таким образом, выделить «наилучшую» из них 
или проводить их ранжирование. 

Результаты. Разработан подход к построению математической модели коллективного многокритериального экспертно-
го оценивания, на основе которой можно определять групповые обобщенные оценки альтернатив, а также проводить их 
ранжирование. Приведены результаты имитационного моделирования, которые демонстрируют практическую реализуе-
мость и эффективность предложенного подхода. 

Выводы. Существенным преимуществом подхода является возможность использования только нечисловой информации 
о предпочтениях экспертов. Это позволяет частично решить проблему субъективизма суждений экспертов в ходе принятия 
решений и снизить затраты на проведение коллективного экспертного оценивания альтернатив. Синтезированная модель 
коллективного экспертного оценивания может служить основой для решения задач оценки качества различных проектов, 
инвестиционного менеджмента, стратегического планирования, разработки проблемно-ориентированных систем поддержки 
принятия решений. В перспективе следует рассмотреть возможность дополнения представленного подхода возможностью 
учета оценок качественного состава и компетентности отдельных экспертов, входящих в группу. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: принятие решений, теория полезности, многокритериальная оценка, компараторная идентифи-
кация, функция полезности. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

A  – кортеж значений коэффициентов, выражаю-
щих относительную важность частных критериев 

)( ij xk ; 

ja  – элемент кортежа A ; 

)( ixC  – относительная коллективная многокрите-

риальная оценка альтернативы ix ; 

)( ixK  – кортеж частных критериев; 

)( im xk  – элемент кортежа частных критериев; 

)( i
H xK  – кортеж нормированных значений част-

ных критериев; 

)( i
H
j xk  – элемент кортежа )( i

H xK ; 

m  – количество частных критериев; 
n  – количество альтернатив; 

)( ixP  – скалярная многокритериальная оценка 

(функция полезности) альтернативы ix ; 

)( nt xP  – скалярная индивидуальная многокрите-

риальная оценка эксперта t  альтернативы ix ; 

T  – количество экспертов; 
X  – множество допустимых альтернатив; 

ix  – элемент множества допустимых альтернатив; 

j  − коэффициент нелинейности. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Принятие решений является обязательной и 

неотъемлемой частью любой целенаправленной 
человеческой деятельности. 

Не зависимо от предметной области интеллекту-
альный процесс принятия решений можно 
представить в виде последовательности следующих 
основных этапов: формулирование и анализ цели; 
выделение множества допустимых решений 
(альтернатив), которые обеспечивают ее достижение; 
выбор метрики (системы критериальных оценок), в 
которой можно качественно или количественно 
оценить предпочтительность (эффективность) 
альтернатив (этап оценивания); выбор экстремального 
в заданной метрике допустимого решения (этап 
оптимизации). 

Реализация первых двух этапов может быть 
выполнена с применением различных методов 
системного анализа. В свою очередь, этап оценивания 
в этой цепочке является одним из ключевых и трудно 
формализуемых. Это связано с тем, что даже в 
простейших случаях часто не удается обосновать 
единственный скалярный критерий оценки эффек-
тивности, который достаточно полно характеризовал 
бы альтернативу. В формальном плане это означает, 
что эксперту необходимо произвести оценку 
эффективности альтернативы в целом на основе 
анализа некоторого множества противоречивых 
критериев, каждый из которых характеризует ее 
некоторое частное свойство. Кроме того, эти частные 
критерии имеют различные размерность, степень 
важности, шкалу измерения, интервал возможных 
значений и направление доминирования. Эта задача 
известна как задача многокритериального 
оценивания. 

Задача многокритериальной оптимизации, которая 
заключается в выборе экстремального решения, 
является математически некорректной, так как не 
имеет единственного решения. Можно только 
выделить подмножество допустимых решений, 
которые являются несравнимыми из-за 
противоречивости частных критериев. На этом 
подмножестве, известном как область компромиссов 
или множество Парето, невозможно установить 
отношение линейного порядка (ранжировать 
альтернативы), а, следовательно, и определить 
экстремальную альтернативу (единственное 
решение). В этом случае для нахождения 
единственного решения необходимо провести 
регуляризацию этой некорректной задачи путем 
дополнения ее внешней информацией в виде 
некоторого правила. 

Этой дополнительной информацией служит любая 
информация, полученная от экспертов в ходе 
проведения с ними серии активных (например, 
опросы, анкетирование и т. п.) или пассивных 
(наблюдение за поведением) экспериментов. 

В основе конструктивного пути решения задачи 
принятия решений лежит основная гипотеза теории 

рационального поведения, которая заключается в том, 
что индивидуум выбирает альтернативу, которая дает 
наилучший результат (наиболее эффективна). Оценка 
же эффективности альтернативы может быть 
проведена в рамках теории полезности. В ней 
предполагается, что существует некоторая 
обобщенная скалярная оценка полезности 
(эффективности) для каждой альтернативы, выра-
женной в виде функции, зависящей от частных 
критериев, на основе анализа значений которых затем 
и осуществляется этот выбор. 

Таким образом, процесс принятия решений, по 
своей сути, представляет собой присвоение 
альтернативам некоторых качественных или 
количественных обобщенных оценок (задача 
оценивания) с целью их последующего ранжирования 
по степени предпочтительности для эксперта и 
выбора затем наилучшей из них (задача 
оптимизации). 

Основная проблема в данной ситуации 
заключается в формализации подходов к 
формированию этих обобщенных оценок альтернатив 
экспертами. 

Можно сделать вывод, что процесс принятия 
решений базируется на индивидуальном или 
коллективном интроспективном анализе проблемы и 
выборе способа ее решения. Методология такого 
анализа известна как индивидуальное и коллективное 
экспертное оценивание. 

Идея коллективного экспертного оценивания 
состоит в том, чтобы сформировать группу 
квалифицированных специалистов, являющихся 
носителями знаний по конкретной проблеме, 
инициировать проведение ими ее всестороннего 
анализа с выдачей его результатов внешнему 
наблюдателю, который должен обработать их с целью 
получения обобщенного результата (решения). При 
этом предполагается, что каждый эксперт формирует 
некоторое субъективное мнение, а обобщенная 
оценка приближается к объективной. 

Несмотря на наличие большого количества 
эмпирических методов экспертного оценивания [1] 
всем им в той или иной степени присущ 
субъективизм, связанный с необходимостью учета и 
формализации мнений экспертов. Поэтому 
актуальным становится разработка методов, которые 
бы снижали меру этого субъективного влияния 
экспертов с целью повышения эффективности 
принимаемых решений. 

Объектом исследования является процесс 
анализа и принятия решений в многокритериальных 
ситуациях. 

Предметом исследования являются методы 
структурной и параметрической идентификации 
моделей многокритериального оценивания 
альтернатив. 

Цель роботы состоит в разработке метода 
определения коллективных обобщенных оценок 
альтернатив и их последующего ранжирования на 
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основе идей теории компараторной идентификации 
[2] как способа повышения эффективности принятия 
решений в условиях многокритериальности. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Группе экспертов для анализа предлагается неко-
торое ограниченное множество допустимых вариан-
тов решений проблемы },...,,{ 21 nxxxX  . Каждая из 

альтернатив Xxi  , ni ,1  определяется кортежем 

разнородных частных критериев 

)( ,..., )(),()( 21 imiii xkxkxkxK  , ni ,1  которые 

допускают их объективное количественное измере-
ние. 

Без потери общности будем полагать, что множе-
ство X  содержит только недоминированные альтер-
нативы. 

Эти альтернативы или их часть предъявляется 
экспертам, которые должны оценить и провести их 
ранжирование (частичное или полное) на всем мно-
жестве альтернатив X  или соответствующем его 
подмножестве с точки зрения их предпочтительности 
при принятии решения в каждой конкретной ситуа-
ции. 

В результате на множестве X  или его подмноже-
стве можно установить либо отношение линейного 
порядка, например, nxxx )()...()( 21   , либо 

частичного линейного порядка, например, 
)()( 21   xx  

}~{)(...)(}~~{)( 1543 nn xxxxx   . Здесь « » 

(« ») и « ~ » – знаки отношений соответственно 
строгого (нестрогого) предпочтений и эквивалентно-
сти. 

Также может возникнуть ситуация, когда эксперт 
выбирает только одну наилучшую с его точки зрения 
альтернативу. 

С формальной точки зрения это означает, что экс-
перт выбирает единственную наиболее предпочти-

тельную альтернативу Xxs  , ns ,1  из множества 

},...,,{ 21 nxxxX  , т. е. is xx )( , Xxx is , , ni ,1 , 

is  . 
Задача состоит, во-первых, в определении значе-

ний относительных скалярных коллективных много-

критериальных оценок альтернатив )( ixC , ni ,1 , 

если имеется информация только о выборе наилучшей 
или об установленном отношении порядка на множе-
стве альтернатив по каждому из экспертов, а, во-
вторых, в ранжировании альтернатив по степени их 
«полезности» (эффективности) в соответствии с эти-
ми оценками. 

 
2 ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ 

Коллективное экспертное оценивание – это ком-
плексная процедура, которая включает ряд основных 
этапов: формирование экспертной группы; получение 
информации от экспертов и ее анализ (индивидуаль-

ные мнения экспертов и степень их согласованности); 
формирование коллективной экспертной оценки аль-
тернатив (агрегация индивидуальных экспертных су-
ждений). 

Наиболее часто на практике экспертные суждения 
реализуются в виде: непосредственных оценок, мат-
риц парных или множественных сравнений, различ-
ных ранжирований и классификаций [1]. 

Формализация процесса получения таких оценок 
сталкивается с огромными трудностями, так как в 
этом случае и объектом и субъектом исследования 
является эксперт, что существенно влияет на резуль-
тат принятия решения. И все же, несмотря на целый 
ряд недостатков, неточностей и субъективизма, ин-
формация, полученная от экспертов, является практи-
чески единственным источником исходных данных. 

Ранжирование допустимого множества и выбор 
экстремального, т. е. наилучшего с точки зрения каче-
ства единственного решения, так или иначе, сводится 
к решению задачи многокритериальной оптимизации. 

Существующие в настоящее время подходы к ре-
шению такого рода задач, например, такие как метод 
анализа иерархий и его обобщение − анализ сетей [3]; 
методы ELECTRE [4], PROMETHEE [5], TOPSIS [6], 
STEM [7]; АРАМИС и РАМПА [8]; методы главного 
критерия и оптимизации по последовательно приме-
няемым критериям [7, 9]; функционально-
стоимостной анализ [7]; метод формирования обоб-
щенного скалярного критерия (свертки) [10]; группа 
методов вербального анализа решений − SMART, 
ЗАПРОС, ШНУР, OPKJIACC, ЦИКЛ, KJIAPA [11] и 
т. п. требуют от эксперта в явном виде предоставить 
информацию об относительной важности частных 
критериев, характеризующих альтернативы или о 
значениях их «весовых» коэффициентов. 

Отдельно можно выделить человеко-машинные 
методы принятия решений, в основе которых лежит 
использование когнитивных карт – это такие системы 
поддержки принятия решений как КоСМоС, Канва, 
PolyAnalyst, Deductor, Fuzzy Thought Amplifier, Cope, 
NIPPER, Gismo, iThink, Hyper, RESEARCH, ATLAS/ti, 
Metamorph, KANT, Meta design, Гипердок, FCM 
Analyst. Их подробный обзор приведен в [12]. Глав-
ным недостатком таких систем является то, что для 
создания модели знаний (когнитивной модели) о 
предметной области требуется привлечение инжене-
ров по знаниям и ориентируются они, как правило, на 
решение конкретных задач. 

Для агрегации согласованных индивидуальных 
экспертных суждений можно выделить следующие 
подходы [8] к их математической обработке: различ-
ные методы голосования; аксиоматические; игровые и 
экспертные методы; групповые разновидности мето-
дов многокритериального выбора. 

При определении итогового агрегированного ре-
зультата обычно используется следующая схема: сна-
чала для каждого эксперта решается своя задача ин-
дивидуального многокритериального выбора, а затем 
полученные результаты решения этих индивидуаль-
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ных задач принимаются в качестве исходных при ре-
шении новой задачи коллективного многокритери-
ального выбора, где эксперты выступают в роли но-
вых критериев. В этом случае показатель компетент-
ности и/или влиятельности конкретного эксперта вы-
ступает аналогом относительной важности критерия. 
Подобный подход применяется, например, в методах, 
базирующихся на гипотезах теории многомерной по-
лезности [9, 13]. 

Актуальность разработки методов многокритери-
ального оценивания альтернатив, основанных на ис-
пользовании идей теории многомерной полезности, 
подтверждается большим количеством публикаций, в 
которых рассматриваются вопросы, связанные с ре-
шением ряда практических задач. Так в [14] рассмат-
ривается многокритериальная задача планирования с 
предпочтениями для решения проблем в различных 
предметных областях, в [15] – многокритериальная 
задача принятия решений при планирования техниче-
ского обслуживания мостов на примере дорожной 
сети Нидерландов, в [16] – задача оптимизации поли-
тики выпуска программного обеспечения с учетом 
комплексных критериев надежности и стоимости, в 
[17] – задача многокритериального оценивания и вы-
бора систем освещения в жилых зданиях на примере 
опыта их эксплуатации в Саудовской Аравии, в [18] – 
подходы к применению теории многомерной полез-
ности в системах поддержки принятия решений с ис-
пользованием функций вето для частичного или пол-
ного исключения влияния нежелательных предпочте-
ний экспертов. 

В данной работе предлагается оригинальный под-
ход к определению относительных многокритериаль-
ных коллективных оценок альтернатив и последую-
щему их ранжированию в случае, когда информация, 
полученная от экспертов, имеет нечисловой характер, 
т. е. имеются данные только о наиболее предпочти-
тельной альтернативе или установлено отношение 
частичного порядка на множестве альтернатив, кото-
рый базируется на применении метода компараторной 
идентификации [2]. 

 
3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Коллективное многофакторное оценивание аль-
тернатив предполагает получение информации о 
предпочтительности альтернатив от каждого из экс-
пертов и последующее агрегирование этих индивиду-
альных оценок в некоторую групповую с целью вы-
бора наилучшей альтернативы либо их ранжирования 
в соответствии с их эффективностью для приятия ре-
шения. 

Рассмотрим в начале процесс построения матема-
тической модели индивидуального многокритериаль-
ного оценивания для каждого эксперта на основе по-
лученной от него качественной информации о пред-
почтительности альтернатив. 

Пусть имеется некоторое конечное множество 
альтернатив },...,,{ 21 nxxxX  , каждая из которых 

может быть описана кортежем разнородных частных 

критериев )( ,..., )(),()( 21 imiii xkxkxkxK  , ni ,1 , 

которые могут быть измерены в количественных 
шкалах. Если шкала измерения критерия качествен-
ная, можно перейти к количественным показателям, 
используя шкалу Харрингтона. 

Эти альтернативы предъявляются эксперту, кото-
рый оценивает их с точки зрения “полезности” (эф-
фективности) для последующего выбора наиболее 
предпочтительных альтернатив при принятии реше-
ния. 

Такое оценивание возможно осуществить в рамках 
теории полезности, в которой предполагается, что 
существует некоторая скалярная многокритериальная 

оценка обобщенной полезности )( ixP , ni ,1  для 

каждой из альтернатив Xxi  . Эту оценку (функцию 

полезности) можно представить в таком виде: 
 

 )(,)( ii xKAFxP  , Xxi  , ni ,1 ,           (1) 

 
где laaaA  ,...,, 21  – кортеж значений коэффици-

ентов, выражающих относительную важность («вес») 

для эксперта частных критериев )( ij xk , mj ,1 , 

которые характеризуют альтернативы Xxi  . 

По определению для функции полезности )( ixP  

выполняются следующие соотношения: 
 

ji xx     )()( ji xPxP   и ji xx ~    

 )()( ji xPxP  , Xxx ji  , , ji  .             (2) 

 
Задача состоит в структурной, т. е. в определении 

вида оператора F  и параметрической идентифика-
ции − нахождении значений кортежа A  математиче-
ской модели индивидуального многокритериального 
оценивания (1) на основании информации только о 
наиболее предпочтительной альтернативе либо их 
частичного упорядочения, полученного в ходе анали-
за экспертом множества (подмножества) имеющихся 
альтернатив. 

Решение этой задачи позволит определить количе-
ственные оценки альтернатив в виде значений их 

функции полезности )( ixP , ni ,1 , которые позволят 

получить на их основе в последующем относительные 
коллективные многокритериальные оценки альтерна-
тив )( ixC  и провести их ранжирование. 

Без потери общности рассмотрим ситуацию, ко-
гда эксперт на основании анализа представленных 
альтернатив произвел их упорядочение по степени 
предпочтительности. 

Например, для случая },...,,{ 521 xxxX   и уста-

новленного отношения порядка 4132 ~ xxxx   по-

лучим исходя из (2) такую систему ограничений: 
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Здесь отсутствует информация по альтернативе 

5x , поэтому ее нет и в системе (3). Однако в послед-

ствии, как будет показано ниже, значение функции 
полезности )( 5xP  мы сможем «аппроксимировать» 

только на основе имеющейся информации. 
В качестве универсальной функции полезности 
)( ixP  в работе предлагается использовать полином 

Колмогорова-Габора [19], который в принятых выше 
обозначениях имеет вид: 
 

 
 

m

j

m

q
iqijjq

m

j
ijji xkxkaxkaaxP

1 11
0 )()()()(  

...)()()(
1 1 1

  
  

m

j

m

q

m

r
iriqijjqr xkxkxka  . (4) 

 

Выбор полинома именно такого вида обусловлен 
следующими причинами: 

– как показано в работе [19], полином (4) позволя-
ет точно аппроксимировать любую функцию многих 
переменных; 

– полином содержит в своем составе как аддитив-
ные, так и мультипликативные линейные по критери-
ям )( ixK  составляющие и позволяет формировать на 

их основе полиномы любого вида; 
– частные полиномы, полученные на основе (4), 

имеют традиционную форму (аддитивную, мультип-
ликативную и т. п.), а составляющие имеют ясную 
интерпретацию, как «вклад» тех или иных критериев 

)( ixK  или их комплексов в обобщенную многофак-

торную оценку альтернативы. 
Также следует отметить, что любой полином, яв-

ляющийся фрагментом (4), является линейным по 
параметрам A , но в общем случае нелинейным по 
множеству критериев )( ixK . 

Для целей нашего исследования выберем фраг-
мент полинома (4), в котором примем 00 a  (при 

нулевых значениях характеристик )( ij xk  «полез-

ность» любой альтернативы равна нулю) и ограни-
чимся учетом членов только первого порядка. Как 
показали компьютерные эксперименты [2], использо-
вание такой простейшей аддитивной модели является 
в данном случае оправданным из-за ограниченного 
объема информации получаемой от экспертов в про-
цессе выбора альтернатив. Однако это не исключает 
использования более сложных моделей с членами 
второго, третьего и более высоких порядков, учиты-
вающих взаимовлияние частных характеристик в слу-
чае, если удается получить больше информации от 
экспертов. Вопросы структурной и параметрической 
идентификации таких моделей на основе использова-

ния генетических алгоритмов и метода группового 
учета аргументов подробно рассмотрены в [20]. 

Таким образом, значения ja  и )( ixP  будем опре-

делять в рамках фрагмента полинома (4) вида 
 





m

j
i

H
jji xkaxP

1

)()( ,                           (5) 

 

где )( ,..., )(),()( 21 i
H
mi

H
i

H
i

H xkxkxkxK   – норми-

рованные значения частных критериев альтернатив; 

ja  – безразмерные коэффициенты относительной 

важности )( i
H
j xk , которые удовлетворяют условиям 

]1,0[ja , mj ,1 ; 1
1




m

j
ja .              (6) 

Нормирование частных критериев необходимо, 
так как, в общем случае, они имеют различные раз-
мерность, интервал изменений и направление доми-
нирования. Это нормирование можно осуществить, 
используя формулу: 
 

j
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где )( ij xk  – действительное (абсолютное) значение 

j -го частного критерия; )( ij xk   и )( ij xk  – соответ-

ственно его «наихудшее» и «наилучшее» значения в 
зависимости от направления доминирования )( ij xk ; 

j  − коэффициент нелинейности ( 0 j ). 

Тогда с учетом (2), (5) и (7) для случая sr xx   

можно записать: 
 

)()( sr xPxP     0)()(  sr xPxP , Xxx sr  , , 

sr  ,  
т. е. 
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или 

  0)()(
1




m

j
s

H
jr

H
jj xkxka ,                 (9) 

 

где ja , mj ,1  удовлетворяют условиям (6). 

Таким образом, полученная от эксперта информа-
ция в виде отношения порядка на множестве альтер-
натив X  (например, (3)), может быть формализована 
в виде системы линейных ограничений вида (9), кото-
рая, в свою очередь, определяет выпуклый много-
гранник на гиперплоскости (6), любая точка которого 
является допустимым решением. Следовательно, за-
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дача определения коэффициентов относительной 
важности частных критериев ja  является некоррект-

ной по Тихонову [21], так как в исходном виде не 
имеет единственного решения. Для получения такого 
решения исходную задачу необходимо регуляризиро-
вать [21] путем добавления в нее некоторого допол-
нительного условия. 

В связи с отсутствием информации, позволяющей 
выдвинуть объективную гипотезу, которая определяет 
вид регуляризирующего выражения, в качестве рабо-
чей примем эвристическую гипотезу, что точечная 
оценка параметров модели индивидуального много-
критериального оценивания должна находиться в 
центральной области многогранника допустимых 
значений коэффициентов, определяемых системой 
ограничений (6) и (9). 

Для регуляризации задачи в качестве единствен-
ного решения предлагается выбрать чебышевскую 
точку [22] для системы линейных ограничений (6) и 
(9). Экспериментальная проверка показала, что дан-
ное решение обладает высокой устойчивостью к из-
менению границ многогранника. 

Чебышевская точка, по сути, представляет собой 
точку, находящуюся внутри области допустимых зна-
чений   кортежа A  (для совместной системы ли-
нейных ограничений). Эта точка равно уклонена на 
некоторую величину 0L  от 1n , гиперплоскостей, 
ограничивающий n -мерный симплекс и уклоняется 
не более чем на L  от остальных 1 nm  гиперпло-
скостей, где n  – число переменных, а m  – количест-
во ограничений задачи. 

Поскольку все ограничения вида (6), (9), входящие 
в систему, являются линейными, задачу определения 
чебышевской точки можно свести к задаче линейного 
программирования (ЛП) [22]. 

Для примера (3) с учетом (5) формальная запись 
такой задачи ЛП будет выглядеть следующим обра-
зом: 
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В системе линейных ограничений (10) знаки «>» 
изменены на « » и равенство 0)()( 13  xPxP  пред-

ставлено в виде двух неравенств 0)()( 13  xPxP  и 

0)()( 13  xPxP . Замена знаков ограничений не 

влияет на решение задачи, так как оно лежит внутри 
многогранника, описываемого системой (10), а не на 
его границах. 

В результате решения задачи (10), например, сим-
плекс-методом, получим точечные значения кортежа 
«весовых» коэффициентов частных характеристик A , 
а также относительные многокритериальные оценки 

альтернатив )( ixP , ni ,1 , вычисленные на основе 

A , исходя из (5). 
Таким образом, по каждому эксперту мы будем 

иметь информацию не только об установленном им 
отношении порядка на множестве альтернатив, но и о 
значениях их относительных количественных много-

критериальных оценках )( ixP , ni ,1 . Для примера 

(3) это будут значения )( 1xP , )( 2xP , …, )( 5xP . Это 

позволит провести ранжирование всех пяти альтерна-

тив, исходя из полученных значений )( ixP , 5,1i . 

Теперь рассмотрим вопрос определения 
относительных коллективных многокритериальных 
оценок альтернатив на основе индивидуальных 
оценок экспертов для их последующего 
ранжирования. 

Пусть имеется группа, состоящая из T  экспертов. 
Для каждого из них определен с использованием 
метода, описанного выше, кортеж скалярных 
многокритериальных оценок альтернатив вида: 
 

)(...,),(),( 21 nttt xPxPxP , Tt ,1 , ni ,1 .     (11) 

 
На основе множества кортежей индивидуальных 

оценок (11) определим результаты коллективного 
экспертного оценивания )(...,),(),( 21 nxCxCxC  

следующим образом: 
 






 
T

t
it

T

t
it

i xP
TT

xP

xC
1

1 )(
1

)(

)( , ni ,1 .       (12) 

 

Таким образом, получаем относительные 
количественные коллективные многокритериальные 

обобщенные оценки )( ixC , ni ,1 , которые дают 

возможность провести ранжирование альтернатив в 
соответствии с их эффективностью для принятия 
решения. 

 
4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Для иллюстрации работоспособности предлагае-
мого похода рассмотрим следующий абстрактный 
пример. 
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Пусть имеется пять альтернатив, каждая из кото-
рых характеризуется пятью частными критериями. 

Эти альтернативы предлагаются для рассмотрения 
четырем экспертам с целью получения информации о 
степени их предпочтительности для решения пробле-
мы. 

Значения нормированных в соответствии с (3) ча-

стных критериев )()( i
H
ji

H xkxK  , 5,1j  мно-

жества недоминируемых альтернатив }{ ixX  , 

5,1i  были получены с помощью датчика случай-

ных чисел. Все эти данные представлены в табл. 1. 
 
Таблица 1 − Значения нормализованных частных критериев 

альтернатив 
Ранги альтернатив 

ix  )(1 i
H xk

 

)(2 i
H xk

 

)(3 i
H xk

 

)(4 i
H xk

 

)(5 i
H xk

 Э1 Э2 Э3 Э4 

1x  0,00 1,00 0,66 0,56 0,37 2 1 1 3 

2x  0,69 0,94 0,13 0,00 1,00 4 – 4 5 

3x  0,50 0,39 0,00 0,62 0,34 3 – 5 4 

4x  0,39 0,27 1,00 1,00 0,00 1 – 2 1 

5x  1,00 0,00 0,81 0,26 0,76 ? – 3 2 

 
Результаты ранжирования альтернатив экспертами 

Э1, Э2, Э3, Э4 представлены в табл. 1. При этом 
меньший ранг соответствует более предпочтительной 
альтернативе. Заметим, что первому эксперту Э1 для 
рассмотрения были представлены только первые че-
тыре альтернативы, а эксперт Э2 при рассмотрении 
всех пяти альтернатив указал только лучшую. 

На основе этой информации необходимо 
построить модели индивидуального многокрите-
риального оценивания для каждого из четырех 
экспертов, которые позволят определить значения 
функций полезности альтернатив и, соответственно, 
получить их полное ранжирование. Далее провести 
агрегацию этих индивидуальных оценок с целью 
определения относительных коллективных 
экспертных оценок альтернатив и затем на их основе 
определить их ранги. 

 
5 РЕЗУЛЬТАТЫ 

Исходя из значений рангов альтернатив, 
представленных в табл. 1, система ограничений, 
например, для эксперта Э1 будет иметь вид: 
 













)()(

)()(

)()(

23

31

14

xPxP

xPxP

xPxP

,                              (13) 

 
а для эксперта Э2 –  
 
















)()(

)()(

)()(

)()(

51

41

31

21

xPxP

xPxP

xPxP

xPxP

.                              (14) 

 
Аналогично примерам (3), (13), (14) могут быть 

сформированы системы ограничений для экспертов 
Э3 и Э4. Модели индивидуального 
многокритериального оценивания и соответствующие 
задачи ЛП для определения кортежей значений 
коэффициентов 521  ,...,, aaaA  , которые 

выражают относительную важность («вес») для 
конкретного эксперта частных критериев )( ij xk , 

5,1j , 5,1i  могут быть сформулированы 

аналогично (10). 
Таким образом, в ходе решения четырех задач ЛП 

сформулированных на основе информации о 
ранжировании альтернатив каждым из экспертов Э1, 
Э2, Э3, Э4, а также с учетом (5) были получены 
кортежи значений коэффициентов 

521  ,...,, aaaA  , исходя из которых определены 

кортежи значений скалярных индивидуальных 
многокритериальных оценок (функций полезности) 

альтернатив )(...,),(),( 21 nttt xPxPxP , 4,1t , 

5,1i , которые представлены в соответствующих 

столбцах табл. 2. 
 
Таблица 2 − Значения функций полезности альтерна-

тив и результаты ранжирования 
ix )(1 ixP )(2 ixP )(3 ixP  )(4 ixP  )( ixC  Ранг 

1x 0,5443 0,6675 0,6680 0,4865 0,5916 2 

2x 0,3193 0,5623 0,5074 0,3284 0,4294 4 

3x 0,4316 0,2980 0,2190 0,4071 0,3389 5 

4x 0,7379 0,5585 0,6150 0,7358 0,6618 1 

5x 0,4743 0,4693 0,5610 0,5645 0,5173 3 

 
На основе кортежей индивидуальных оценок, 

используя формулу (12), получим относительные 
количественные коллективные многокритериальные 

обобщенные оценки альтернатив )( ixC , ni ,1 , 

которые позволят провести их ранжирование по 
степени их «полезности» для принятия решения. 
Результаты вычислений представлены в табл. 2. 

В табл. 3 представлены результаты ранжирования 
альтернатив экспертами Э1, Э2, Э3, Э4 на основе 
построенных для каждого из них моделей 
индивидуального многофакторного оценивания. 
Таким образом нам удалось «аппроксимировать» 
значения рангов альтернатив, исходя из значений их 
функций полезности (см. табл. 2) для экспертов Э1 и 
Э2, используя только информацию об их 
предпочтениях (ранжировании) из табл. 1. 
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Таблица 3 − Результаты ранжирования альтернатив 
Ранги альтернатив Результаты коллективного голосования 

ix  
Э1 Э2 Э3 Э4 

Метод 
Борда 

Метод 
Кондорсе 

Метод 
медианы 
Кемени 

Метод 
медианы 
рангов 

1x  2 1 1 3 1,5 1,5 1,5 1,5 

2x  5 2 4 5 4 4,5 4 4,5 

3x  4 5 5 4 5 4,5 5 4,5 

4x  1 3 2 1 1,5 1,5 1,5 1,5 

5x  3 4 3 3 3 3 3 3 
 

Также представляет интерес решение задачи 
определения относительных коллективных «весовых» 
коэффициентов критериев 521 a ,...,, aaA  , исходя 

из значений )( ixC , 5,1i  (табл. 2). Они имеют 

следующие значения: 
113,0,258,0,301,0,207,0,121,0A . Следовательно, 

наиболее значимым является критерий )(3 ixk , а за 

ним в порядке убывания важности идут критерии 
)(4 ixk , )(2 ixk , )(1 ixk  и )(5 ixk . 

Для сравнения приведем «весовые» коэффициенты 
критериев 521  ,...,, aaaA  , вычисленные исходя 

из значений рангов альтернатив ix , 5,1i  (табл. 2): 

090,0,236,0,383,0,201,0,090,0A . Здесь наблю-

дается небольшое расхождение из-за использования 
различных шкал измерения «предпочтительности» 
альтернатив (в первом случае она относительная, а во 
втором ранговая). 

Используя эти данные и нормированные значения 
частных критериев (табл. 1) можно провести 
ранжирование альтернатив, применив схему 
оптимизации по последовательно применяемым 
критериям [9]. Результатом будет следующее 
ранжирование альтернатив 32154 xxxxx  . 

Формальную запись математической модели 
коллективного многокритериального оценивания с 
учетом (5) можно представить следующим образом: 

 )(301,0)(207,0)(121,0)( 321 iiii xkxkxkxC  

)(113,0)(258,0 54 ii xkxk  , 5,1i .       (15) 

Все результаты роботы получены с 
использованием программного средства MathCad14. 

 

6 ОБСУЖДЕНИЕ 
Идея организации любой комплексной экспертизы 

заключается в выработке некоторого объективного 
общего подхода к решению проблемы. Однако задача 
выбора единственной альтернативы из некоторого 
допустимого множества в случае, когда каждая из них 
характеризуется множеством противоречивых кри-
териев, является нетривиальной. 

В данной работе сознательно не рассматриваются 
вопросы, связанные с методами организации 
экспертиз, проблемами согласованности мнений 
экспертов, оценки качества экспертной группы и т. п. 
Эти проблемы достаточно подробно рассмотрены в 

[1, 7, 8, 23] и являются предметом отдельного 
исследования. 

Основными результатами применения 
предложенного в работе подхода является то, что с 
его помощью можно «аппроксимировать» недос-
тающие данные о предпочтительности альтернатив, 
полученные от экспертов. Также можно получить 
количественные многокритериальные оценки аль-
тернатив, что дает возможность перейти от порядко-
вой шкалы к шкале отношений для измерения «по-
лезности» той или иной альтернативы (см. табл. 2). 

Как показывают многочисленные исследования, 
при решении задач многокритериального оценивания 
альтернатив, человек более точно выполняет 
операцию сравнения, чем количественного измере-
ния. Этот факт также доказывает целесообразность 
применения описанного выше подхода, т. к. позволяет 
снизить субъективное влияние эксперта на процесс 
принятия окончательного решения. В данном случае 
от эксперта не требуется указание непосредственных 
точечных или интервальных количественных оценок 
альтернатив либо значений «весовых» коэффициентов 
критериев. 

Сравнение полученных результатов коллективного 
ранжирования альтернатив (табл. 2) с наиболее 
известными методами обработки результатов 
голосования [1, 8], такими как методы Борда, 
Кондорсе, медиан Кемени и рангов показывает 
небольшое расхождение в значениях рангов (см. 
табл. 3). Это связано с тем, что, во-первых, указанные 
методы в принципе являются эмпирическими, а, во-
вторых, их применение невозможно при отсутствии 
полной информации о рангах альтернатив, поэтому 
часть недостающей информации (табл. 1) была 
восполнена за счет применения предложенного в 
работе подхода. Ранги альтернатив для экспертов Э1 
и Э2 были получены с учетом значений функций 
полезности, представленных в табл. 2. 

Также к достоинствам метода следует отнести 
возможность получения латентной информации об 
относительных «весах» частных критериев, которые 
позволяют оценить «важность» каждого из них в 
процессе принятия решения. 

Полученная модель коллективного многок-
ритериального экспертного оценивания (15) поз-
воляет прогнозировать значения функций полезности 
альтернатив, которые по каким-то причинам не были 
представлены к рассмотрению экспертам или новых 
альтернатив. Это существенно снижает затраты на 
проведение экспертизы, т. к. в этом случае не 
требуется привлечение экспертов. 

Ранжирование альтернатив с помощью 
представленного в работе метода проводится на 
основе оперирования с точечными оценками 
«весовых» коэффициентов критериев и значениями 
функций полезности альтернатив. Однако идеи 
данного подхода можно использовать и для работы с 
интервальными и нечеткими интервальными 
значениями, как это предлагается в [24]. 
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ВЫВОДЫ 
В работе решена актуальная задача построения 

математической модели коллективного многок-
ритериального экспертного оценивания на основе 
метода компараторной идентификации. Это позволяет 
определять групповые обобщенные оценки альтер-
натив, а также проводить их ранжирование на основе 
этих оценок. 

К достоинством предложенного подхода можно 
отнести отсутствие жесткого требования к экспертам 
по установлению ими отношения линейного порядка 
на всем допустимом множестве альтернатив, что ино-
гда просто невозможно сделать. Это позволяет 
уменьшить субъективное влияние эксперта на резуль-
тат оценивания альтернатив и последующего приня-
тия решения. 

Научная новизна работы: 
– впервые предложена формальная модель коллек-

тивного экспертного многокритериального оценива-
ния альтернатив, которая отличается от существую-
щих возможностью использования любой информа-
ции об отношении порядка на множестве рассматри-
ваемых альтернатив, что дает возможность получать 
адекватные результаты при небольшом объеме дан-
ных; 

– усовершенствован метод решения задачи компа-
раторной структурной и параметрической идентифи-
кации модели многокритериального оценивания с 
применением полинома Колмогорова-Габора как уни-
версального класса структур, что позволяет учиты-
вать аддитивные, мультипликативные составляющие 
и их всевозможные комбинации и строить более адек-
ватные модели. 

Практическая значимость результатов работы 
состоит в том, что предложенный подход к 
построению модели коллективного экспертного 
оценивания может служить основой решения 
широкого круга задач, связанных с автоматизацией 
интеллектуального процесса принятия решений. 
В частности, задач оценки качества различных 
проектов, инвестиционного менеджмента, страте-
гического планирования, разработки проблемно-
ориентированных систем поддержки принятия 
решений. 

Перспективы дальнейших исследований 
состоят в дополнении представленного подхода 
возможностью учета оценок качественного состава и 
компетентности отдельных экспертов, входящих в 
группу, а также во всесторонней апробации 
разработанных моделей оценивания при решении 
различных практических задач. 
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АНОТАЦІЯ 

Актуальність. Вирішено актуальне завдання побудови математичної моделі колективного багатокритеріального експертного 
оцінювання альтернатив, яка є складовою частиною проблеми автоматизації інтелектуального процесу прийняття рішень. 

Мета роботи полягає в розробці методу визначення відносних колективних багатокритеріальних оцінок альтернатив і їх пода-
льшого ранжирування на основі інформації про особисті уподобання експертів. 

Об’єктом дослідження є процес аналізу та прийняття рішень в умовах багатокритеріальності. 
Предметом дослідження є методи структурної та параметричної ідентифікації моделей багатокритеріального оцінювання аль-

тернатив. 
Метод. У роботі пропонується підхід до побудови моделі колективного багатокритеріального оцінювання альтернатив на осно-

ві інформації про встановлені експертами відносини часткового порядку на множині наявних альтернатив. Запропоновано метод 
структурної та параметричної ідентифікації моделі багатокритеріального оцінювання, заснований на ідеях теорії компараторної 
ідентифікації. Показано, що розв’язання задачі вибору структури моделі оптимальної складності доцільно проводити в класі полі-
нома Колмогорова-Габора. Для знаходження параметрів моделі оцінювання пропонується використовувати спосіб, який базується 
на обчисленні чебишевської точки. Показано, що в цьому випадку задачу параметричної ідентифікації моделі можна звести до 
стандартної задачі лінійного програмування. Отримані на основі синтезованої математичної моделі скалярні колективні багатокри-
теріальні оцінки альтернатив дозволяють порівнювати їх між собою за «якістю» і, таким чином, виділити «найкращу» з них або 
проводити їх ранжування. 

Результати. Розроблено підхід до побудови математичної моделі колективного багатокритеріального експертного оцінювання, 
на основі якої можна визначати групові узагальнені оцінки альтернатив, а також проводити їх ранжування. Наведено результати 
імітаційного моделювання, які демонструють можливість практичної реалізації і ефективність запропонованого підходу. 

Висновки. Істотною перевагою підходу є можливість використання тільки нечислової інформації про переваги експертів. Це 
дозволяє частково вирішити проблему суб’єктивізму суджень експертів в ході прийняття рішень та знизити витрати на проведення 
колективного експертного оцінювання альтернатив. Синтезована модель колективного експертного оцінювання може служити 
основою для вирішення завдань оцінки якості різних проектів, інвестиційного менеджменту, стратегічного планування, розробки 
проблемно-орієнтованих систем підтримки прийняття рішень. У перспективі слід розглянути можливість доповнення представле-
ного підходу можливістю врахування оцінок якісного складу і компетентності окремих експертів, що входять в групу. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: прийняття рішень, теорія корисності, багатокритеріальна оцінка, компараторна ідентифікація, функція 
корисності. 
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ABSTRACT 
Context. The actual problem of constructing a mathematical model of a collective multi-criteria expert estimation of alternatives, which 

is an integral part of the automation of the intellectual decision-making process, has been solved. 
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Objective. The goal of the work is to develop a method for determining relative collective multi-criteria estimation of alternatives and 
their subsequent ranking based on information about personal preferences of experts. 

The object of research is the process of analysis and decision-making in multi-criteria conditions. 
The subject of the research are the methods of structural and parametric identification of the model of multi-criteria estimation of alterna-

tives. 
Method. The paper proposes an approach to constructing a model of collective multi-criteria estimation of alternatives based on infor-

mation about partial-order relationships established by experts on the set of available alternatives. A method for structural and parametric 
identification of a model of multi-criteria estimation, which based on the ideas of the theory of comparator identification is proposed. It is 
shown that the solution to the problem of choosing the structure of a model of optimal complexity should be carried out in the class of Kol-
mogorov-Gabors polynomial. To find the parameters of the estimation model, it is proposed to use a method that is based on the calculating 
of the Chebyshev point. It is shown that in this case, the parametric identification problem of the model can be reduced to the standard linear 
programming problem. The scalar collective multi-criteria estimates of alternatives obtained on the basis of the synthesized mathematical 
model make it possible to compare them with each other in terms of “quality” and, thus, select the “best” of them or rank them. 

Results. An approach has been developed to construct a mathematical model of collective multi-criteria expert estimation, on the basis 
of which it is possible to determine group generalized estimates of alternatives, as well as to rank them. The results of simulation modeling, 
which demonstrate the practical feasibility and effectiveness of the proposed approach are presented. 

Conclusions. A significant advantage of the approach is the ability to use only non-numerical information about the preferences of ex-
perts. This allows you to partially solve the problem of subjectivity of expert opinions in the process of decision-making and reduce the cost 
of a collective expert estimation of alternatives. The synthesized model of collective expert estimation can serve as the basis for solving the 
problems of estimating the quality of various projects, investment management, strategic planning, and the development of problem-oriented 
decision support systems. In the future, it is worth considering the possibility of supplementing the presented approach with the possibility of 
taking into account estimates of the qualitative composition and competence of individual experts, which are included in the group. 

KEYWORDS: decision making, utility theory, multi-criteria estimates, comparative identification, utility function. 
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