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К ТЕОРИИ E -ПЛОСКОСТНОГО ВОЛНОВОДНОГО
ТРАНСФОРМАТОРА С ОСЕВОЙ СИММЕТРИЕЙ N-ГО ПОРЯДКА

Рассмотрена задача рассеяния волн в осесимметричном E -плоскостном соединении N
одинаковых прямоугольных волноводов. Дано строгое обоснование предложенной ранее
математической модели  узла, которая учитывает свойства его геометрии и использует
тригонометрические разложения искомого поля, полученные с помощью метода
произведения областей. Для 63 ≤≤ N  показано, что для почти всех значений частотного
параметра каждая из N  бесконечных систем линейных уравнений, к которым приводит
развитый подход,  разрешима единственным образом в пространстве последовательностей
1l . Доказано, что эти решения могут быть найдены методом редукции, сходящимся по
норме названного пространства.

Ключевые слова: волноводные неоднородности, метод произведения областей,
матрично-операторные уравнения.

ВВЕДЕНИЕ

Анализу E-плоскостных структур различными мето-
дами посвящены работы большого числа авторов (см.,
например, [1]–[4] и их библиографию). Одной из целей
подобных исследований является построение адекватных
и строго обоснованных математических моделей, кото-
рые обеспечивали бы точный и достоверный расчет ха-
рактеристик волноводных узлов при изучении их свойств
или при использовании этих объектов в качестве авто-
номных блоков в системах автоматизированного проек-
тирования устройств СВЧ и КВЧ.

В работе [4] была предложена электродинамическая
модель соединения N  одинаковых волноводов (размера

ba × ), которое имеет вращательную симметрию N -го по-
рядка относительно оси Oz , перпендикулярной плоскости
соединения (см. рис. 1). Отличительной особенностью мо-
дели является способ построения искомой компоненты
магнитного поля zH  внутри соединительной полости Ω,
основывающийся на методе произведения областей [5].
Используемые тригонометрические ряды позволяют из-
бежать появления специальных функций и дают возмож-
ность выполнить аналитически все математические опера-
ции, предшествующие решению бесконечных систем ли-

нейных уравнений (БСЛУ), которым удовлетворяют коэф-
фициенты разложений. Численный алгоритм был прове-
рен на тестовых задачах и показал свою эффективность как
при 63 ≤≤ N , так и при большем числе соединяемых вол-
новодов. Однако формальное его обоснование не было
дано. Настоящая работа заполняет этот пробел для

63 ≤≤ N . Подобно [6] и [7] возникающие БСЛУ рассмат-
риваются в качестве операторных уравнений в простран-

стве последовательностей { }
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Выбранное множество значений N охватывает практичес-
ки все устройства, которые встречаются в приложениях и
имеют указанную геометрию.

Статья организована следующим образом. В первом
разделе конспективно (следуя [4]) изложен вывод БСЛУ,
к которым сводится граничная задача, а также рассмат-
ривается вопрос единственности их решений. В двух пос-
ледующих разделах изучаются свойства матриц систем,
устанавливается разрешимость соответствующих опера-
торных уравнений, анализируется возможность исполь-
зования метода редукции. В заключении сформулиро-
ваны основные результаты работы.
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Рис. 1.  Геометрия задачи

 СВЕДЕНИЕ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ К БСЛУ.
ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ

Требуется найти поле рассеянное конфигурацией
при ее возбуждении со стороны первого плеча волной

10TE  единичной амплитуды. Известно (см., например [1]),

что после исключения временного множителя tie ω  и за-
висимости от z  задача такого типа сводится к нахожде-
нию некоторой функции ),( yxu , которая должна удов-
летворять двумерному уравнению Гельмгольца, одно-
родным граничным условиям Неймана на контуре узла,
условиям сопряжения в апертурах ),1( NjS j =  соеди-
нительной полости, условиям излучения в волноводах и
условию конечности энергии, запасенной в любой огра-
ниченной подобласти. Аналогичная граничная задача
возникает и при анализе структур, имеющих другой фи-
зический смысл (например, соединений полосковых ли-
ний передачи [8] или акустических волноводов [9]). Су-
ществует единственное ее решение для всех значений
частоты 0>ω  за исключением некоторого счетногоо
множества точек [10]. Ниже предполагается, что ω не
является элементом этого множества (в частности, не
совпадает ни с одной из частот отсечки собственных волн
волноводов).

Представим вектор T

N

I )0,,0,1( �
�	�…=  (T-транспонирова-

ние) амплитуд волн основного типа, падающих на соеди-
нение со всех возможных направлений, суммой N  век-
торов, каждый из которых описывает возбуждающее
поле, обладающее некоторым типом осевой симметрии:
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В силу линейности уравнения Гельмгольца функцию
u можно записать в виде суперпозиции
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его решений )(ku , отвечающих отдельным слагаемым в
(1). Основываясь на свойствах симметричных соедине-
ний [11] и используя косинус-разложение решения урав-
нения Гельмгольца в выпукло многоугольной области
[5], величины )(ku  можно представить в виде
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Здесь )()( kk
j uu ≡  при 0>jx  и by j <<0 , )()( kk
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при Ω∈),( yx , 
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( )200
2 aπ−μεω=χ , 0ε   и 0μ  – электрическая и маг-

нитная постоянные, )(k
nA  и )(k

nB  – искомые коэффициен-
ты разложения. Представления (3) обеспечивают выпол-
нение граничных условий на стенках волноводов и усло-
вий излучения. Можно показать, что система функций
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Cu , ли-

нейно независима за исключением некоторого счетно-
го множества точек значений ω. Такие точки также ис-
ключаются из рассмотрения.

Из условия непрерывности тангенциальных состав-
ляющих полей в апертурах соединительной полости сле-
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Так как углы при ребрах конфигурации меньше π2 ,
то из требования конечности энергии, запасенной в ог-
раниченной подобласти, вытекает (см., например, [12]),
что нормальные производные, входящие в (5), могут
иметь на интервале ),0(1 by ∈  лишь квадратично интег-
рируемые особенности. Использование условий (5) по-

зволяет свести (см. [4]) задачи нахождения )(ku ( Nk ,1= )
к решению N  независимых парных БСЛУ
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mme 01 δ+=  и m0δ  – символ Кронекера, причем
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при 121 +<< Nl .
Вне соединительной полости условие конечности

энергии в ограниченной области будет выполняться,

если вектор-столбец { })()( k
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В соединительной полости мы усилим это требование,
наложив его на каждую из функций )()( k

C
j u  в отдельнос-

ти, что приводит к { } 2
)()( ~

lB k
n

k ∈=B . Более того, мы пред-

положим, что 21
)()( ~

, llkk ⊂∈BA . Существование соот-

ветствующих последовательностей )()( , kk BA  следует из
устанавливаемой ниже разрешимости БСЛУ, порождае-
мых граничными условиями.

Матричное уравнение (6) образовано путем прирав-
нивания коэффициентов разложения величин, входящих
в левые и правые части первого из равенств (5), по фун-
кциям { }∞

=ϕ 01)( nn y . Если 1
)()( , lkk ∈BA  то разложения
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своим суммам, являясь их рядами Фурье. Аналогичный
факт имеет место и для разложения по тем же функциям
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)( lk ∈B  условие

интегрируемости на 1S  модуля производной 
1

)(~

y
u k

C
∂

∂
 лег-

ко проверяется). Отсюда вытекает [14], что равенство
Фурье-коэффициентов величин, входящих в первое гра-
ничное условие в (5), означает равенство самих этих ве-
личин всюду на 1S .

Таким образом, если БСЛУ (6),(7) имеет в 1l  реше-
ние, то после его подстановки в (3), (4) условия на значе-
ния )(ku  будут выполняться в каждой точке апертуры 1S ,
а также NSS ,,2 … .  Из (7) и полноты системы { }∞

=ϕ 01)( nn y
в пространстве квадратично интегрируемых функций

),0(2 bL  следует, что почти всюду на 1S  и других аперту-у-
рах будут выполняться также и условия, накладываемые
на нормальную производную функции )(ku . Тем самым
формулами (3), (4) задается величина, удовлетворяющая
как уравнению Гельмгольца, так и всем требуемым ус-
ловиям на границе. Ясно, что такая БСЛУ может иметь в
1l  не более одного решения, так как противоположное
предположение противоречит теореме единственности
решения исходной краевой задачи.

Далее вместо системы (6),(7) мы будем изучать эквива-
лентную систему, состоящую из матричного уравнения
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полученного из (6), (7) после исключения { })(k
nA , и пере-

счетной формулы для определения коэффициентов { })(k
nA

по известным { })(k
nB , которую мы не выписываем.

 СВОЙСТВА МАТРИЧНЫХ ОПЕРАТОРОВ.
РАЗРЕШИМОСТЬ БСЛУ

Будем  рассматривать матрицы ,)( )()( j
mn

j J=J

)( )()( j
mn

j K=K  в качестве операторов в пространстве пос-
ледовательностей 1l . Ниже 1

|||||||| l⋅≡⋅ , а норма некоторогоо
матричного оператора 11:)( llamn →=A  определяется
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m
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aA  (см. [15], [16]). Извест-

но [16], что для того, чтобы оператор A был ω-непре-
рывным (частный случай полной непрерывности), не-

обходимо и достаточно, чтобы 0||suplim
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nkk
a .

При Nj <<2  таковыми являются матрицы )( jJ  и )( jK ,
элементы которых содержат множители, которые убы-
вают экспоненциально с ростом n  и ведут себя как
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Перепишем (12) в виде
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где (см. (8))
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а I  – тождественный оператор (бесконечная единичная
матрица). Оператор )(kT , как линейная комбинация впол-
не непрерывных операторов, также вполне непрерывен.

Рассмотрим более детально оператор )(kF . Введем
обозначения

βγ=Γ sinnn , β
π

=Γ sin0
b
n

n , β
π

=Π cos
b

n
n , (17)

bnn Π=Λ , 
2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Π±

π
+Γ=Φ±

nnmn b
m

, (18)

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∞

>β
π

±⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=Φ±

,0при

,0приcos2
2

222

0

mn

mn
b

mn
b
n

b
m

mn  (19)

−+
±

Φ
±

Φ
=Ψ

mnmn
mn

11 , 
−+

±

Φ
±

Φ
=Ψ

mnmn
mn 00

0 11 , (20)

где π
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N 2  – угол при вершине правильного N -уголь-

ника, образующего Ω∂ . Учитывая, что
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Далее, так как

kkk ie β+β= sincos2 , kkkN ie β−β= sincos , (24)

то в силу (11) и (15) имеем
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Представим )(kF  в виде
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Несложно установить, что оператор MM 0−  является
ω-непрерывным. Тем более ω-непрерывным будет опе-
ратор )(1 kF , порождаемый матрицей ( ))(0 )( k

mnmnmn UMM − .

Рассмотрим далее оператор )(* kF . Найдем предел

∑
∞

=∞→ 0

)(0 ||lim
m

k
mnmn

n
UM . Предположим вначале, что nn ′= 2 .

Мы получим

∑
∞

=∞→ 0

)(0 ||lim
m

k
mnmn

n
UM = ∑

∞

=′
′′

→∞′
+β

1
2,2

0 ||lim|cos|
m

nm
n

k M

∑
∞

=′
′−′

→∞′
β+

1
2,12

0 ||lim|sin|
m

nm
n

k M . (29)

Далее

∑∑
∞

=′∞→′

∞

=′
′′

∞→′
+β

′
′

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
′′π

β
=

1
2

1
2,2

0

1cos2

11limsin||lim
mnm

nm
n

n
m

n
mn

M . (30)
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Предел (30) может быть заменен некоторым интегра-
лом, значение которого известно [17], а именно,

∫∑
∞∞

=′
′′

→∞′ π
β

=
+β+π

β
=

0
2

1
2,2

0

1cos2
sin||lim

vv
dvM

m
nm

n
. (31)

Заметим, что монотонность подынтегральной функ-
ции, являющаяся одним из условий перехода от предела
к интегралу, существенна лишь для больших значений
переменной интегрирования (см. [18], решение задачи

30 из второго отдела). Предел ∑
∞

=′
′−′

∞→′ 1
2,12

0 ||lim
m

nm
n

M  так-

же равен 
π
β

. Значит, при nn ′= 2

∑
∞

=∞→ 0

)(0 ||lim
m

k
mnmn

n
BM = |)sin||cos(| kk β+β

π
β

)(kΔ≡ . (32)

Аналогичный результат получается и когда ∞→n ,
пробегая нечетные значения. Прямая численная провер-
ка показывает, что при 63 ≤≤ N  и любых возможных
значениях k справедливо неравенство δ−<Δ< 10 )(k , гдеде

0>δ .

Введем  проекторы )0,0,1,,1(
1

…
	�…
+

=
n

n diagP и

nn PIR −= . Ясно, что nn PP =2  и 1|||| =nP . Исходя из
определения предела и (32), можно утверждать, что для

любого 0>ε  существует конечное число )()( εkN  такое,е,

что )()(

0

)(0 || kk

m

k
mnmn NnBM >∀ε+Δ<∑

∞

=
.  Представим

)(* kF  в виде )()(2)(* kBkk FFF += , где )(
)(*)(2

kN
kk PFF = , а

)(
)(*)(

kN
kkB RFF = . Пусть δ<ε . Тогда 1|||| )( <kB F , а опе-

ратор )(2 kF  является ω-непрерывным в силу конечнос-с-

ти )(kN . Таким образом уравнение (13) можно перепи-
сать в виде

HBFGBW =+≡ )()()()()( )( kkCkkk , (33)

)()( kBk FIG += , )(2)(1)()( kkkkC FFTF ++= , (34)

где оператор )(kG  непрерывно обратим, а )(kC F  вполне
непрерывен. Это значит, что оператор )(kW  фредголь-
мов и, так как 1l∈H , то уравнение (33) в силу альтернати-
вы Фредгольма [19] имеет в 1l  единственное решение.

РЕШЕНИЕ БСЛУ МЕТОДОМ РЕДУКЦИИ

Пусть )(kNn > , 1lX nn P=  – подпространства в 1l ,

n
k

n X∈)(B  и )()( kB
n

k
n

B FPF = . Ясно, что nn
k XX ≠)(G  и

)()()()()()( )( k
n

k
n

k
n

k
n

Bk
n

k
n BGBFIBGP ≡+= .  Рассмотрим

теперь наряду с точным уравнением (33) полученные из
него усеченные уравнения

HPBFPGBW n
k

n
kC

n
k

n
k

n
k

n =+≡ )()()()()( )( . (35)

Поскольку 1|||||||| )()( <≤ kBk
n

B FF ,  то операторы

nn
k

n XX →:)(G  непрерывно обратимы, а обратные опе-
раторы ограничены по норме в совокупности:

||||1
1

||||1
1||)(|| )()(

1)(
kBk

n
B

k
n

FF
G

−
≤

−
≤− . (36)

Полагая 1lYX ==  в условиях известной теоремы
([20], теорема 6.2) и принимая во внимание свойства
операторов ,)(kW  ,)(kG  ,)(kC F  nP  и )(k

nG , мы приходим
к заключению, что для достаточно больших значений n
системы (35) однозначно разрешимы и имеет место схо-
димость последовательности приближенных решений

HPWB n
k

n
k

n
1)()(* )( −=  к точному решению

HWB 1)()(* )( −= kk :

( ) 0||||||||inf|||| )(*)()(*)(*)(*
)(

⎯⎯ →⎯=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−

∞→∈ n
k

n
k

n
k

X

k
n

k OO
n

k
n

BRBBBB
B

.  (37)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Дано строгое математическое обоснование развито-
го ранее подхода к решению задачи рассеяния волн в
осесимметричном соединении N  волноводов в E -плос-
кости. Бесконечные системы линейных уравнений, к ко-
торым сводится исходная граничная задача, предложе-
но рассматривать в качестве операторных уравнений в
пространстве последовательностей 1l . Показано, что для
почти всех значений частотного параметра 0>ω  эти

уравнения могут иметь не более одного решения. С це-
лью анализа матричный оператор каждого из уравне-
ний представлен в виде суммы тождественного опера-
тора, оператора, описывающего взаимодействие апер-
тур первого и прилегающих волноводов, а также вполне
непрерывного оператора, описывающего взаимодей-
ствие апертур первого и остальных волноводов. Для

63 ≤≤ N  установлено, что второй из перечисленных
операторов может быть разделен на две части, а имен-
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но, оператор сжатия и вполне непрерывный оператор.
Тем самым обоснованы фредгольмовость рассматри-
ваемых уравнений и их разрешимость. Доказано, что
решение каждой из БСЛУ может быть найдено методом
редукции, сходящимся по норме пространства 1l .
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ДО ТЕОРІЇ E-ПЛОЩИННОГО ХВИЛЕВОДНОГО ТРАНСФОРМАТОРА  З ОСЬОВОЮ СИМЕТРІЄЮ N -ГО ПОРЯДКУУ
Розглянута задача розсіювання хвиль в E -площинному з’єднанні N однакових прямокутних хвилеводів. Дано строге обґрун-

тування запропонованої раніше математичної моделі вузла, яка враховує властивості його геометрії і використовує тригономет-
ричні розвинення шуканого поля, отримані за допомогою методу добутку областей. Для 63 ≤≤ N  показано, що для майже всіх
значень частотного параметра кожна із N  нескінченних систем лінійних рівнянь, до яких приводить розвинутий підхід, розв’яза-
на єдиним чином в просторі послідовностей 1l . Доведено, що ці розв’язки можуть бути знайдені методом редукції, збіжним за
нормою названого простору.

Ключові слова: хвилеводні неоднорідності, метод добутку областей, матрично-операторні рівняння.
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ON THE THEORY OF AN E-PLANE WAVEGUIDE TRANSFORMER WITH THE N-FOLD ROTATIONAL SYMMETRY
The mathematical justification of an earlier full-wave model for a symmetrical junction of N rectangular waveguides coupled in E-

plane is presented in the paper. The problem of scattering of waveguide modes is formulated in the form of a boundary value-problem for
the Helmholtz equation with Neumann boundary conditions on the periphery of the unit, and with the edge and radiation conductions.
The model is based on the symmetry properties of the geometry and on trigonometric-series expansions of the field in the connecting
region, which are constructed using the domain-product technique.
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It is suggested to consider N-infinite systems of linear equations (ISLE) with respect to expansion coefficients, which arise in the
course of solving the problem, in the capacity of matrix-operator equations in the sequence space 1l . The analysis has shown that an ISLE
of the sort can have no more than one solution for almost all values of the frequency parameter. For 63 ≤≤ N , it has been found that
operator of the ISLE can be presented as a sum of an identity operator, a contraction operator and a completely continuous operator. The
obtained results allow considering the ISLE as a functional equation with the Fredholm operator. It has been proved that this equation is
solvable in 1l  by means of the truncation method convergent in the norm.

Keywords: waveguide discontinuities, domain-product technique, matrix-operator equations.




