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Ïðåäñòàâëåí îáçîð èçâåñòíûõ ìåòîäîâ êîìïåíñàöèè
âëèÿíèÿ íåëèíåéíîãî òðåíèÿ íà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåðÿþòñÿ òîëüêî ïîçèöèîííûå
ñèãíàëû. Ïðåäëîæåíû ðåäóöèðîâàííûå àëãîðèòìû, îöå-
íèâàþùèå âåêòîð íåîïðåäåëåííîñòè è ñêîðîñòè îáúåêòà
óïðàâëåíèÿ. Îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìïåíñàöèÿ âëèÿíèÿ âåê-
òîðà íåîïðåäåëåííîñòè êîìáèíèðîâàííûì ðåãóëÿòîðîì.
Ðàáîòîñïîñîáíîñòü àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ïðîèëëþñò-
ðèðîâàíà ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì.

ÎÁÇÎÐ ÈÇÂÅÑÒÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ 
ÊÎÌÏÅÍÑÀÖÈÈ ÂËÈßÍÈß 
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÒÐÅÍÈß

Èç âñåõ âèäîâ âîçìóùåíèé ñëåäóåò âûäåëèòü íåëè-
íåéíîå òðåíèå. Íåëèíåéíîå òðåíèå ìîæåò îêàçûâàòü
ñèëüíîå îòðèöàòåëüíîå âëèÿíèå íà ïðîöåññû óïðàâëå-
íèÿ. Ýòî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îòíîñèòñÿ ê óïðàâëåíèþ
ìàëûìè ñêîðîñòÿìè è ïîçèöèîííîìó óïðàâëåíèþ. Ñó-
ùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìîäåëåé òðåíèÿ, îòëè-
÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà êàê êîëè÷åñòâîì ó÷èòûâà-
åìûõ ýôôåêòîâ, òàê è èõ ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì
[1–7].

1. Êóëîíîâî òðåíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì 
 ãäå f0 – ìîäóëü òðåíèÿ,  – îòíîñèòåëü-

íàÿ ñêîðîñòü òðóùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé.

2. Ìîäåëü Ëåîíàðäî äà Âèí÷è (ïðåäëîæåííàÿ â

1519 ã. [1]), íàðÿäó ñ êóëîíîâûì òðåíèåì 

 ó÷èòûâàåò ñòàòè÷åñêîå òðåíèå.

3. Ìîäåëè Ãàóññà, Ëîðåíöà, Òàñòèíà [1].
4. Lund Grenoble (LuGre), ïðåäëîæåííàÿ â 1995 ã.

â ãîðîäàõ Lund è Grenoble [2].
5. Ìîäåëè, ïåðå÷èñëåííûå â ïï. 3 è 4, ïîìèìî

îïèñàííûõ âûøå ýôôåêòîâ, ó÷èòûâàþò óìåíüøåíèå
ìîäóëÿ òðåíèÿ â ðàéîíå íóëåâîé ñêîðîñòè ïðè óâåëè-
÷åíèè åå ìîäóëÿ (Stribeck-ýôôåêò). Ýòè ìîäåëè îò-
ëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ìàòåìàòè÷åñêèì îïèñàíèåì.

Çàâèñèìîñòü òðåíèÿ îò ñêîðîñòè äëÿ ìîäåëåé, ïå-
ðå÷èñëåííûõ â ï. 3 è 4, èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé
íà ðèñ. 1. Ýòó ìîäåëü, ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùåé
ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

 ïðè  

 ïðè  

 ïðè 

ãäå m – ñóììà âñåõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà îáúåêò
óïðàâëåíèÿ (ÎÓ), f0 – ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò òðåíèÿ

f =
f0signx· ,–= x·

f f0signx· ,–=

x· 0,>∀

f m–= x· 0,= m f0,≤∀

f f0signm–= x· 0,= m f0,>(∀

f ϕ x·( )signx·–= x· 0,>
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ïîêîÿ. Ìîäåëè èç ïï. 3, 4 îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà
ôóíêöèÿìè  Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ ýô-
ôåêòîâ â íåëèíåéíîì òðåíèè ïðèñóòñòâóþò òàêèå ÿâ-
ëåíèÿ êàê çàëèïàíèå, ýôôåêò «ùåòêè» (ñìåùåíèå,
ïðåäøåñòâóþùåå ñêîëüæåíèþ), íåðàâíîìåðíîå äâèæå-
íèå. Âëèÿíèå íåëèíåéíîãî òðåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íàçíà÷åíèÿ ñèñòåìû óïðàâ-
ëåíèÿ, à èìåííî, ïðåäíàçíà÷åíà ñèñòåìà äëÿ óïðàâëå-
íèÿ ñêîðîñòüþ îäíîãî çíàêà èëè äëÿ ñòàáèëèçàöèè
ïîëîæåíèÿ, ïðîèñõîäÿùåé ñî çíàêîïåðåìåííûìè ñêî-
ðîñòÿìè.

Ïðè óïðàâëåíèè ñêîðîñòüþ îäíîãî çíàêà òðåíèå
ïîñòîÿííî íàõîäèòñÿ íà îäíîé è òîé æå âåòâè, ïóñòü,
íàïðèìåð, íà ëåâîé âåòâè ðèñ. 1. Íà ýòîé âåòâè ïðè
âîçðàñòàíèè ìîäóëÿ ñêîðîñòè ìîæíî âûäåëèòü íèñïà-
äàþùóþ è âîçðàñòàþùóþ ÷àñòè. Ïðè íàõîæäåíèè
ñêîðîñòè íà âîñõîäÿùåé ÷àñòè ñèëà òðåíèÿ ñòàáèëè-
çèðóåò äâèæåíèå. Ïðè íàõîæäåíèè íà íèñõîäÿùåé –
äåñòàáèëèçèðóåò. Âñëåäñòâèå ýòîãî â ñèñòåìå ìîãóò
âîçíèêíóòü àâòîêîëåáàíèÿ ñêîðîñòè ìåæäó óêàçàííû-
ìè ó÷àñòêàìè. Íàèáîëåå ñëîæíûì â äèíàìè÷åñêîì
îòíîøåíèè ÿâëÿåòñÿ ðåæèì ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ
ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîÿâëÿþòñÿ âñå
âûøå ïåðå÷èñëåííûå ýôôåêòû òðåíèÿ. Â îòëè÷èå îò
óïðàâëåíèÿ ñêîðîñòüþ, ïðè ïîçèöèîííîì óïðàâëåíèè
òðåíèå äåëàåò çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâåííî íåëè-
íåéíîé, òàê êàê óïðàâëåíèå ïðîèñõîäèò â îêðåñòíî-
ñòè íóëåâîé ñêîðîñòè (ñì. ðèñ. 1). Äàííûé îáçîð
ïîñâÿùåí êîìïåíñàöèè âëèÿíèÿ òðåíèÿ ïðè ïîçèöè-
îííîì óïðàâëåíèè.

Ïîçèöèîííîìó óïðàâëåíèþ â ïðèñóòñòâèè íåëè-
íåéíîãî òðåíèÿ â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå óäåëåíî
î÷åíü ìàëî âíèìàíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòó Ëàðè-
íà Â. Á. [8], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóõîå òðåíèå
(ìîäåëü Ëåîíàðäî äà Âèí÷è). Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçà-
íî, ÷òî â ñëó÷àå ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðà òðåáóåìîå ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, íî ïðî-
öåññ çàòóõàíèÿ ìåäëåííûé è óêàçàíî íà íåîáõîäè-
ìîñòü âû÷èñëåíèÿ è êîìïåíñàöèè òðåíèÿ. Äëÿ îöåíêè
òðåíèÿ, ïî çàêëþ÷åíèþ àâòîðà, íåîáõîäèìî èçìåðÿòü

óñêîðåíèå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîìïåíñàöèè òðåíèÿ
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êîìáèíèðîâàííîå óïðàâëå-
íèå. (Êàê áû â äîïîëíåíèå ê ðàáîòå [8], â ðàáîòå [5]
óêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ïàäàþùèõ ó÷àñòêîâ õàðàê-
òåðèñòèêè òðåíèÿ ñèñòåìû ñ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðàìè ÿâëÿ-
þòñÿ íåóñòîé÷èâûìè èç-çà íàëè÷èÿ èíòåãðàëüíîé ÷à-
ñòè ðåãóëÿòîðà).

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå, â
èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðå óäåëÿåòñÿ î÷åíü áîëüøîå
âíèìàíèå ïîçèöèîííîìó óïðàâëåíèþ ñ íåëèíåéíûì
òðåíèåì (ñì. ðàáîòû [1–6, 9–17] è áèáëèîãðàôèþ
ê íèì). Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû:

1. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ (off-line) ïîëíàÿ èëè ÷àñòè÷-
íàÿ èäåíòèôèêàöèÿ âûáðàííîé ìîäåëè òðåíèÿ c ïî-
ñëåäóþùèì åå äîîïðåäåëåíèåì â ðåàëüíîì âðåìåíè
(on-line) è êîìïåíñàöèåé íà ôîíå ÏÄ-ðåãóëèðîâàíèÿ
[3–6, 11, 18, 20].

2. Ââåäåíèå óðàâíåíèé âîçäåéñòâèÿ òðåíèÿ â îá-
ùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ïî ýòèì óðàâíå-
íèÿì ñèíòåç çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ [13, 15, 16, 19].

3. Êîìïåíñàöèÿ òðåíèÿ áåç ó÷åòà åãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ðîáàñòíûõ ìå-
òîäîâ óïðàâëåíèÿ êàê óïðàâëåíèå ñ áîëüøèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè óñèëåíèÿ (ÁÊÓ) èëè ñèñòåìû ñ ïåðå-
ìåííîé ñòðóêòóðîé (ÑÏÑ) [9, 17].

Ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ñèñòåìû
ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ â ïðèñóòñòâèè íåëèíåéíî-
ãî òðåíèÿ â ðàáîòàõ [3–6, 11] ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìå-
íÿòü êîìáèíèðîâàííîå óïðàâëåíèå ñ ïðåäâàðèòåëüíîé
èäåíòèôèêàöèåé è ïîñëåäóþùåé êîìïåíñàöèåé òðåíèÿ
â ñî÷åòàíèè ñ ÏÄ-óïðàâëåíèåì. Àâòîðû ýòèõ ðàáîò
çàäàþòñÿ òåìè èëè èíûìè ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè
ìîäåëÿìè òðåíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíî èäåíòèôèöèðóþò
êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìîäåëåé, ñ òåì, ÷òîáû ïî ïîëó-
÷åííûì ìîäåëÿì óæå â ðåàëüíîì âðåìåíè âû÷èñëÿòü
òðåíèå è êîìïåíñèðîâàòü åãî. Ýòîò ìåòîä îáëàäàåò
öåëûì ðÿäîì ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ,
íåò òàêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå ó÷èòûâàþò âñå ýôôåêòû.
Âî-âòîðûõ, ïðè íàëè÷èè äðóãèõ, ïîìèìî òðåíèÿ, âîç-
ìóùåíèé èäåíòèôèêàöèÿ áóäåò íå òî÷íîé. Â-òðåòüèõ,
òðåíèå íå ìîæåò áûòü ñòàáèëüíûì è êîìïåíñàöèÿ íå
ìîæåò áûòü ïîëíîé. Â-÷åòâåðòûõ, ÏÄ-ðåãóëÿòîð íå â
ñîñòîÿíèè â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè óìåíüøàòü îøèáêè
îò äðóãèõ âîçäåéñòâèé.

Ìåòîä, îïèñàííûé â ðàáîòàõ [13, 15, 16], áàçèðó-
åòñÿ íà ïîñòðîåíèè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ ìîäåëè
âñåé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé ìîäåëü òðåíèÿ. Îí îáëà-
äàåò òåìè æå íåäîñòàòêàìè, ÷òî è ïðåäûäóùèé ìåòîä.
Êðîìå òîãî, àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ (åñëè èõ äàæå
óäàñòñÿ ñèíòåçèðîâàòü) ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü ñëîæíûìè.

ÑÏÑ îáëàäàþò âûñîêîé ñòåïåíüþ ðîáàñòíîñòè, íî
èì ïðèñóù ðÿä íåäîñòàòêîâ, à èìåííî: ïëîõàÿ ïîìå-
õîçàùèùåííîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âûñîêî÷àñòîòíûì
ïîìåõàì, ñïîñîáíîñòü âîçáóæäàòü êîëåáàíèÿ óïðóãèõ
ýëåìåíòîâ, âíåñåíèå â ñèñòåìó âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëå-
áàíèé, óõóäøàþùèõ òî÷íîñòü óïðàâëåíèÿ ñêîðîñòüþ,

Ðèñóíîê 1 – Çàâèñèìîñòü òðåíèÿ îò ñêîðîñòè

f ϕ x·( ).=
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îòñóòñòâèå ðîáàñòíîñòè íà ó÷àñòêàõ äîñòèæåíèÿ ëè-
íèé ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïîâûøåííûå ýíåðãîçàòðàòû, ïîíè-
æåííàÿ íàäåæíîñòü, ãåíåðàöèÿ àêóñòè÷åñêèõ øóìîâ.
Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ñòåïåíè (íî íå ïîëíîãî óñòðà-
íåíèÿ) êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ íåäîñòàòêîâ â ðà-
áîòå [9] äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåé-
ñòâèé ðåëåéíûå çâåíüÿ sign ìåíÿþòñÿ íà ëèíåéíûå
çâåíüÿ ñ íàñûùåíèåì (saturation), îöåíèâàåòñÿ ñóì-
ìà âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ïî êîòîðîé ñ íåêîòîðûì ãà-
ðàíòèðîâàííûì çàïàñîì óñòàíàâëèâàåòñÿ àìïëèòóäà óï-
ðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Íà ëèíåéíûõ ó÷àñòêàõ çâå-
íüåâ saturation èñïîëüçóþòñÿ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðû, íå
ðåêîìåíäîâàííûå â ðàáîòå [5] äëÿ êîìïåíñàöèè òðå-
íèÿ. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [5] äëÿ îöåíêè âíåøíèõ
âîçäåéñòâèé òðåáóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ïåðåìåùåíèÿõ,
ñêîðîñòÿõ è óñêîðåíèÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à òî÷íîãî ïîçèöèîííîãî óï-
ðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåëèíåéíîãî òðåíèÿ òðåáóåò
ëó÷øåãî ðåøåíèÿ. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ðåøåíèå óêà-
çàííîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü çà ñ÷åò ðîáàñòíîãî
êîìáèíèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ, èññëåäîâàííîãî â ðà-
áîòàõ [21–23]. Èçëîæèì ñóòü ýòîãî ìåòîäà, ðàçðàáî-
òàííîãî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåîïðåäåëåííîñòåé, ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ, êîãäà â íåîïðåäåëåííîñòü âõî-
äèò íåëèíåéíîå òðåíèå. Îáúåäèíåíèå âñåõ âíåøíèõ
âîçäåéñòâèé, âêëþ÷àÿ òðåíèå, è âîçäåéñòâèé ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ íåîïðåäåëåííîñòåé â îäèí âåêòîð íåîïðåäå-
ëåííîñòè, åãî èäåíòèôèêàöèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè è
êîìïåíñàöèÿ íà ôîíå ðåãóëèðîâàíèÿ ôîðìèðóþò êîì-
áèíèðîâàííóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ñ íàáëþäàòåëåì
íåîïðåäåëåííîñòè – ÊÑÓÍÍ [21–23]. Îäíàêî ýòîò
ìåòîä ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê îáú-
åêòàì ñ íåëèíåéíûì òðåíèåì. Êðîìå òîãî, ìåòîäû
îöåíêè âåêòîðà ñêîðîñòè â ðàáîòàõ [21–23] èëè ñëîæ-
íû, èëè íå ó÷èòûâàþò äèíàìèêó îáúåêòà óïðàâëåíèÿ.
Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä ðåàëèçàöèè êîìáè-
íèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ñ íàáëþäàòåëåì âåêòîðà íå-
îïðåäåëåííîñòè è âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà óïðàâ-
ëåíèÿ (ÎÓ), îòëè÷àþùèéñÿ ïîâûøåííîé òî÷íîñòüþ
çà ñ÷åò ó÷åòà äèíàìèêè ÎÓ ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëîì
îáúåìå âû÷èñëåíèé.

ÊÎÌÏÅÍÑÀÖÈß Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ 
ÊÎÌÁÈÍÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 
ÑÎÂÌÅÑÒÍÎÃÎ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß 
ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÒÐÅÍÈß È ÄÐÓÃÈÕ 
ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáúåêò óïðàâëåíèÿ

  (1)

ãäå x, u – âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ, A1, A2,
B, G – ïîñòîÿííûå èçâåñòíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçìåðîâ,  – îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ (íåîïðåäåëåí-

íîñòü), â êîòîðóþ ñîáðàíû íåèçâåñòíûå ïîãðåøíîñòè
îáúåêòà (1), âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íà îáúåêò, âêëþ-
÷àÿ òðåíèå, è ïîãðåøíîñòè äàò÷èêîâ. Íàáëþäàòåëü
íåîïðåäåëåííîñòè áóäåò ñòðîèòüñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
åãî áûñòðîäåéñòâèå â äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè áóäåò áîëü-
øå áûñòðîäåéñòâèÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà. Â ýòîì
ñëó÷àå ôóíêöèÿ f áóäåò ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ â ìàñ-
øòàáå âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ íåîïðåäåëåííîñòè, âñëåä-
ñòâèå ÷åãî ïðè åãî ñèíòåçå áóäåì ïîëàãàòü

(2)

(Ðàáîòîñïîñîáíîñòü òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì.) Çàäàäèìñÿ öå-
ëüþ ïîñòðîèòü íàáëþäàòåëü äëÿ ñèñòåìû (1), (2) ñ
èçìåðåíèåì òîëüêî x, ðàçäåëüíî îöåíèâàþùèé ñêî-
ðîñòü  è íåîïðåäåëåííîñòü f (ðåäóöèðîâàííûé íà-
áëþäàòåëü). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå

(3)

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè óïðàâëå-
íèÿ è âîçìóùåíèÿ  ãäå Q – íåêîòîðàÿ èç-
âåñòíàÿ ìàòðèöà, è ìàòðèöà B îáðàòèìàÿ. Â óðàâ-
íåíèè (3) âåêòîð â ñêîáêàõ èçâåñòåí. Ïðåäïîëîæèì
íà âðåìÿ, ÷òî ñêîðîñòü  èçâåñòíà. Â ñèñòåìå (2),
(3) ïðèìåì â êà÷åñòâå îöåíèâàåìûõ ïåðåìåííûõ 
è f ñ èçìåðåíèåì

(4)

Ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.31 ðàáîòû
[24] ñèñòåìà (2)–(4) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íàáëþäàå-
ìîé, ïîñòðîèì äëÿ íåå íàáëþäàòåëü â âèäå [25]

(5)

(6)

ãäå Lx, Lf – ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ïåðåäà÷è íà-
áëþäàòåëÿ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîáõîäèìîñòè äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ âûõîäíîãî ñèãíàëà x ââåäåì íîâûå
ïåðåìåííûå

 (7)

îòêóäà ñëåäóåò

 (8)

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (8) ñèñòåìà (5), (6) ïðèíèìàåò
âèä

(9)

(10)

x·· A1x A2x· Bu Gf,+ + += x Rn,∈ f Rα,∈

f f x u t, ,( )=

f· 0.=

x·

x·· A2x· Gf A1x Bu+[ ].+ +=

G BQ,=

x·

x·

y x· .=

x̂
··

A2x̂
·

Gf̂ Lx x̂· x·–( ) A1x Bu+[ ],+ + +=

f̂
·

Lf x̂· x·–( ),=

zx x̂· Lxx,+= zf f̂ Lfx,+=

x̂
·

zx Lxx,–= f̂ zf Lfx.–=

z·x A2 Lx+( ) zx Lxx–( ) G zf Lfx–( ) A1x Bu+[ ],+ +=

z· f Lf zx Lxx–( ).=
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Â ñèñòåìå (9), (10) îòñóòñòâóåò íåèçìåðÿåìûé âåêòîð
 Ïîýòîìó íåîáõîäèìîñòü â èçìåðåíèè âåêòîðà  îò-

ïàäàåò. Çàêîí óïðàâëåíèÿ ñôîðìèðóåì â âèäå

(11)

ãäå ,  îïðåäåëåíû â (8).

Èçâåñòíî, ÷òî îáúåì âû÷èñëåíèé ïðè èíòåãðèðîâà-
íèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó ïî-
ðÿäêà ñèñòåìû. Ïóñòü êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû
(12), (13) èìååò ïîðÿäîê n. Òîãäà îáúåì âû÷èñëåíèé
N = (2n)2 = 4n2. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáúåìà âû÷èñëå-
íèé íàáëþäàòåëÿ ðàçäåëèì íàáëþäàòåëü (9), (10) íà
äâà áëîêà ñ îäíîñòîðîííåé ñâÿçüþ. Ñ ýòîé öåëüþ
ïðîäåëàåì íåîñîáûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (9),
(10) ïîäîáíûå òîìó, êàê áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [21],
â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

(12)

(13)

ãäå

(14)

(15)

(16)

Èç óðàâíåíèé (12), (13) âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (12)
íåçàâèñèìî îò óðàâíåíèÿ (13). Ñ ó÷åòîì êâàäðàòè÷-
íîé çàâèñèìîñòè îáúåìà âû÷èñëåíèé îò ïîðÿäêà ñèñ-
òåìû îáúåì âû÷èñëåíèé N = n2 + n2 = 2n2, ÷òî â äâà
ðàçà ìåíüøå, ÷åì â íåðàçëîæåííîé ñèñòåìå.

ÏÐÈÌÅÐ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìîå äâèæåíèå òâåðäîãî
òåëà ñ íåèçâåñòíîé ìàññîé, íà êîòîðîå äåéñòâóþò íå-
ëèíåéíîå òðåíèå è íàãðóçêà íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí.
Êðóòèçíà õàðàêòåðèñòèêè èñïîëíèòåëüíîãî îðãàíà òàê-
æå íå èçâåñòíà. Èçìåðÿåòñÿ òîëüêî ïåðåìåùåíèå òåëà.

ÎÓ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

(17)

ãäå ϕc – óãîë ïîâîðîòà ÎÓ, Ic – åãî ìîìåíò èíåðöèè,
i – òîê ÿêîðíîé öåïè äâèãàòåëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà
(ÄÏÒ), cm – åãî ìîìåíòíûé êîýôôèöèåíò; n – ïåðå-
äàòî÷íîå ÷èñëî ðåäóêòîðà, fc – ìîìåíò íåëèíåéíîãî
òðåíèÿ â ÎÓ, fl – ìîìåíò íàãðóçêè. Â êà÷åñòâå ìîäå-
ëè òðåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü LuGre (ðèñ. 1).

Ìîìåíò èíåðöèè ÎÓ è óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå
ïðåäñòàâèì â âèäå

 (18)

Çäåñü èíäåêñîì 0 îáîçíà÷åíû èçâåñòíûå íîìèíàëüíûå
÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí, à èíäåêñîì δ – ïî-
ãðåøíîñòè èõ çíàíèÿ. Ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé (18)
óðàâíåíèå (17) ïðèìåò âèä

(19)

ãäå ñóììàðíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü fΣ îïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì âûðàæåíèåì:

(20)

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (2) çàïèøåì

(21)

Ïîñòðîèì íàáëþäàòåëü äëÿ ñèñòåìû (19), (21), ñî-
îòâåòñòâóþùèé íàáëþäàòåëþ (8)–(10)

 (22)

(23)

(24)

ãäå lϕ, lf – êîýôôèöèåíòû ïåðåäà÷è íàáëþäàòåëÿ. Çà-
êîí óïðàâëåíèÿ (11) áóäåò èìåòü âèä

(25)

ãäå k1, k2 – êîýôôèöèåíòû çàêîíà óïðàâëåíèÿ. Ðàñ-
÷åò êîýôôèöèåíòîâ çàêîíà óïðàâëåíèÿ è íàáëþäàòå-
ëåé îñóùåñòâëÿëñÿ ïî ñòàíäàðòíûì ïîëèíîìàì ñ áè-
íîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì êîðíåé.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðèíèìàëèñü ñëåäóþùèå ïà-
ðàìåòðû:  ìîìåíò èíåðöèè ñ÷èòà-
åòñÿ íåèçâåñòíûì è íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå 

   
  

òîê îãðàíè÷èâàëñÿ çíà÷åíèÿìè ±360 À.
Íà ðèñ. 2, 3 ïîêàçàí ïåðåõîäíûé ïðîöåññ, âîçíè-

êàþùèé ïðè ïîäà÷å ñòóïåí÷àòîãî ïðîãðàììíîãî ñèã-
íàëà âåëè÷èíîé 3° ( ) ïðè íîìèíàëü-
íîì ìîìåíòå èíåðöèè ÎÓ. Íàãðóçêà  â
âèäå ñòóïåí÷àòîãî ñèãíàëà ïðèêëàäûâàëàñü íà 0,5 ñ è
ñíèìàëàñü íà 0,8 ñ. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí âåñü ïåðåõîä-
íûé ïðîöåññ, à íà ðèñ. 3 – åãî ôðàãìåíò. Êàê âèäíî

x· . x·

u K1x K2x̂
·

Qf̂,–+=

x̂
·

f̂

z·*x A2 L*x+( )z*x Bu+ +=

A1 A2 L*x+( )Lx– GLf–[ ]x,+

z· f Lf z*x Szf Lxx–+( ),=

S A2 L*x+( ) 1– G,–=

zx z*x Szf,+=

Lx L*x SLf.+=

Icϕ·· c ncmi fc– fl,–=

Ic Ic0 Icδ,+= m : ncmi ncmi0 ncmiδ.+= =

Ic0ϕ·· c ncmi0 fΣ,+=

fΣ ncmiδ fc– fl– Icδϕ·· c.–=

f·Σ 0.=

·ϕ̂
c

zϕ lϕϕc,–= f̂Σ zf lf ϕc,–=

z·ϕ Ic0
1– ncmi0 Ic0

1– zf lf ϕc–( ) lϕ zϕ lϕϕc–( ),+ +=

z· f lf zϕ lϕϕc–( ),=

i k1 ϕc ϕcp–( ) k2 ϕ·̂ c ϕ· cp–( ) ncm( ) 1– f̂Σ–+ +=

ncm( ) 1– Ic0ϕ·· cp,+

Ic0 250 êã ì2,⋅=
Ic =

0 5…2,( )Ic0,= n 377,= cm 0 062 H ì A 1– ,⋅ ⋅,= fl =
0…500 H ì,⋅= fc 200 H ì,⋅= ncmi 1 0 2,±( )ncmi0,=

ϕcp 0 05236 ðàä,=
fl 500 H ì⋅=
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èç ãðàôèêîâ, ñèíòåçèðîâàííàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ
îáåñïå÷èâàåò àïåðèîäè÷åñêèé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ,
ÿâëÿåòñÿ àñòàòè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ ê íàãðóçêå, õî-
ðîøî ðàáîòàåò ïðè íàëè÷èè íåëèíåéíîãî òðåíèÿ, à
òàêæå â ñèñòåìå îòñóòñòâóåò àâòîêîëåáàòåëüíûé ðå-
æèì, õàðàêòåðíûé äëÿ ÑÏÑ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
îøèáêà îò òðåíèÿ íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿ-
íèÿ íà ïåðåõîäíîé ïðîöåññ è ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò

â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå. Â òî æå âðåìÿ, ïðè ÏÈÄ-
ðåãóëÿòîðå ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Íà
ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ïåðåõîäíûå ïðîöåññû, âîçíèêàþ-
ùèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: 1) ñ ìè-
íèìàëüíûì ìîìåíòîì èíåðöèè ÎÓ ïðè ìàêñèìàëüíîé
êðóòèçíå ìîìåíòíîé õàðàêòåðèñòèêè äâèãàòåëÿ, 2) ñ íî-
ìèíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè, 3) ñ ìàêñèìàëüíûì ìîìåí-
òîì èíåðöèè ïðè ìèíèìàëüíîé êðóòèçíå ìîìåíòíîé
õàðàêòåðèñòèêè äâèãàòåëÿ, êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò ðà-
áîòîñïîñîáíîñòü ñèñòåìû ïðè îãîâîðåííûõ óñëîâèÿõ.
Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñî÷åòàíèÿ îò-
êëîíåíèé ìîìåíòà èíåðöèè ÎÓ è êðóòèçíû èñïîëíè-
òåëüíîãî îðãàíà âûáðàíû íàèõóäøèìè. Â ñëó÷àå
ñî÷åòàíèÿ 3 íàáëþäàåòñÿ ïåðåðåãóëèðîâàíèå, ÷òî îáúÿñ-
íÿåòñÿ íàëè÷èåì îãðàíè÷åíèÿ íà íàïðÿæåíèå. Êàê
ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿ-
þòñÿ òî÷íàÿ îöåíêà íåîïðåäåëåííîñòè è åå êîìïåíñà-
öèÿ, çà ñ÷åò ÷åãî äîñòèãàåòñÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü óï-
ðàâëåíèÿ.

ÂÛÂÎÄÛ

Àíàëèç ìåòîäîâ êîìïåíñàöèè âëèÿíèÿ òðåíèÿ ïðè
ïîçèöèîííîì óïðàâëåíèè ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî
íàèáîëüøèìè âîçìîæíîñòÿìè îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîé
òî÷íîñòè óïðàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè íåëèíåéíîãî òðå-
íèÿ ëþáîãî òèïà (â òîì ÷èñëå è òèïà LuGre) îáëàäà-
åò êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä óïðàâëåíèÿ ñ íàáëþäà-
òåëÿìè âåêòîðà íåîïðåäåëåííîñòè. Âûñîêàÿ òî÷íîñòü
óïðàâëåíèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò êîìáèíèðîâàííîãî
ïðèíöèïà äåéñòâèÿ, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì. Â âåêòîð íåîïðåäåëåííîñòè îáúåäèíÿþòñÿ âñå
íåèçâåñòíûå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ, âêëþ÷àÿ òðåíèå, è
âîçäåéñòâèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ íåîïðåäåëåííîñòåé. Ñ ïî-
ìîùüþ íàáëþäàòåëÿ ýòîò âåêòîð èäåíòèôèöèðóåòñÿ è
êîìïåíñèðóåòñÿ îäíîé èç ñîñòàâëÿþùèõ çàêîíà óï-
ðàâëåíèÿ. Âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ çàêîíà óïðàâëåíèÿ
îáåñïå÷èâàåò óïðàâëåíèå îñòàâøåéñÿ ïîëíîñòüþ äå-
òåðìèíèðîâàííîé ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé.
Áëàãîäàðÿ òàêîìó ïðèíöèïó äåéñòâèÿ ðàçðàáîòàííûõ
ñèñòåì, â îòëè÷èå îò ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòó-
ðîé, îñóùåñòâëÿåòñÿ «ìÿãêîå» óïðàâëåíèå ñ ïîíèæåí-
íûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè çàòðàòàìè, ïîâûøàåòñÿ ïîìå-
õîóñòîé÷èâîñòü ê âûñîêî÷àñòîòíûì ïîìåõàì è â ìåíü-
øåé ñòåïåíè «âîçáóæäàåòñÿ» ïàðàçèòíàÿ äèíàìèêà.
Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçðàáàòûâàåìûå â äàí-
íîé ñòàòüå àëãîðèòìû íå òðåáóþò çíàíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè òðåíèÿ. Ìîäåëü íåîáõîäèìà òîëüêî äëÿ
èëëþñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî
êîìáèíèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ.

Îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íàëè-
÷èå èëè îòñóòñòâèå ðàçëè÷íîãî âèäà íåîïðåäåëåííî-
ñòåé è âîçìóùåíèé, ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà ïåðåõîäíûõ

Ðèñóíîê 2

Ðèñóíîê 3

Ðèñóíîê 4
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ïðîöåññîâ è òî÷íîñòü óïðàâëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå ìå-
íÿþòñÿ. (Èìååò ìåñòî ðîáàñòíàÿ ìîäàëüíîñòü).

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðäèëî ïðàâèëü-
íîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñèíòåçà ðîáàñòíîé ñèñòå-
ìû óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ïîêàçàëî âîçìîæíîñòü ïîëó-
÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà çàäàííûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ õàðàêòåðèñòèê.
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Íàä³éøëà 25.05.2009

Ïðåäñòàâëåíî îãëÿä â³äîìèõ ìåòîä³â êîìïåíñàö³¿ âïëè-
âó íåë³í³éíîãî òåðòÿ íà ñèñòåìè êåðóâàííÿ. Ïåðåä-
áà÷àºòüñÿ, ùî âèì³ðþþòüñÿ ëèøå ïîçèö³éí³ ñèãíàëè.
Çàïðîïîíîâàí³ ðåäóêîâàí³ àëãîðèòìè, ùî îö³íþþòü âåê-
òîð íåâèçíà÷åíîñò³ òà øâèäêîñò³ îá’ºêòà êåðóâàííÿ.
Çä³éñíþºòüñÿ êîìïåíñàö³ÿ âïëèâó âåêòîðà íåâèçíà÷å-
íîñò³ êîìá³íîâàíèì ðåãóëÿòîðîì. Ïðàöåçäàòí³ñòü àëãî-
ðèòì³â êåðóâàííÿ ïðî³ëþñòðîâàíî ÷èñåëüíèì ìîäå-
ëþâàííÿì.

The review of known compensation methods for a non-

linear friction effect on control systems is presented. It is

assumed that only position signals are measured. The re-

duced algorithms that estimate an uncertainty vector and

speeds for a control object are proposed. The compensation

of the effect of the uncertainty vector is performed with a

compound controller. The working capacity of the control

algorithms is illustrated by a numerical simulation.




