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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ïðîâåäåíèé àíàë³ç ÷àñòîòíèõ ïîõèáîê àïðîêñèìà-
ö³éíèõ ïîë³íîì³â äëÿ ïðîöåñó â³äíîâëåííÿ äèñêðåòíîãî
ñèãíàëó çà éîãî â³äë³êàìè ïîêàçàâ:

1) â³äòâîðåííÿ ñèãíàëó çà éîãî äèñêðåòíèìè â³äë³-
êàìè áåç ôàçíèõ ïîõèáîê çàáåçïå÷óº ëèøå àïðîêñè-
ìàö³ÿ ïîë³íîìîì ïåðøîãî ïîðÿäêó çà íåÿâíîþ ñõåìîþ
(òðàïåö³ÿìè);

2) ó ðàç³ ìîæëèâîñò³ âèáîðó ïåðåâàãó ñë³ä íàäàâàòè
ëèøå íåÿâíèì îá÷èñëþâàëüíèì ñõåìàì ïîáóäîâè àïðî-
êñèìàö³éíîãî ïîë³íîìà, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü çíà÷íî ìåí-
øèé ð³âåíü àìïë³òóäíèõ ³ ôàçíèõ ÷àñòîòíèõ ïîõèáîê;

3) ïîðÿäîê àïðîêñèìàö³éíîãî ïîë³íîìà äëÿ çàáåç-
ïå÷åííÿ äîñòàòíüî òî÷íîãî (àìïë³òóäíà ïîõèáêà íå
á³ëüøå 5 %, ôàçíà – íå ïåðåâèùóº 2°) â³äòâîðåííÿ ñèã-
íàëó ìîæå áóòè îáìåæåíèé äðóãèì-òðåò³ì ïîðÿäêîì.
Çàñòîñóâàííÿ àïðîêñèìàö³é âèùèõ ïîðÿäê³â íåâèïðàâ-
äàíå ÷åðåç:

– íåçíà÷íå çðîñòàííÿ òî÷íîñò³ â íèæí³é ÷àñòèí³ ðî-
áî÷îãî ä³àïàçîíó (äî 1/20 ÷àñòîòè êâàíòóâàííÿ);

– ð³çêå çðîñòàííÿ ïîõèáîê ó âåðõí³é ÷àñòèí³ ðî-
áî÷îãî ä³àïàçîíó (1/20…1/2 ÷àñòîòè êâàíòóâàííÿ),
ùî ìîæå ñïðè÷èíèòè íåçàäîâ³ëüíó ðîáîòó çàìêíåíèõ
öèôðîâèõ ñèñòåì àâòîìàòè÷íîãî ðåãóëþâàííÿ.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîâå-
äåíî èññëåäîâàíèå ðàöèîíàëüíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöè-
îííîãî ïîëèíîìà äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà çà åãî îò-
ñ÷åòàìè.

The rational polynomial approximation order of sampling
signal reconstruction was analyzed using Bode plots.

ÓÄÊ 519.876.5

À. Ã. Îâñêèé, Â. À. Òîëîê

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ 
MAPLE ÄËß ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ ÇÀÊÎÍÀ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÑÒÈ 

ÌÀÒÐÈÖ ÏÐßÌÎÃÎ È ÎÁÐÀÒÍÎÃÎ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ, 
ÑÎÑÒÀÂËÅÍÍÛÕ ÂËÀÑÎÂÛÌ Â. Ç.

Àâòîðû àíàëèçèðóþò ïîëó÷åííîå Â. Ç. Âëàñîâûì [1]
îáùåå îïåðàòîðíîå ðåøåíèå òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé òå-
îðèè óïðóãîñòè, ïðîâåðÿþò åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà â ñèñ-
òåìå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Maple. Â ðàçðàáîòàííîé ïðî-
ãðàììå äîêàçûâàåòñÿ çàêîí îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö ïðÿ-
ìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé, ñîñòàâëåííûõ èç ïîëó-
÷åííûõ îïåðàòîðîâ. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ óïðîùàþùàÿ
ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü â âèäå òðàíñöåíäåíòíûõ îïåðàöèîí-
íûõ ôîðìóë, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ÝÂÌ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷ òåîðèè óïðó-
ãîñòè.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ
êîíñòðóêòèâíûõ ìàòåðèàëîâ, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
â ðîñòå ïðî÷íîñòè ìàøèí è êîíñòðóêöèé ñ ïàðàëëåëü-
íûì ñíèæåíèåì èõ ñåáåñòîèìîñòè è ðàñõîäîâ íà èõ îá-
ñëóæèâàíèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì, îñòðî âñòàåò âîïðîñ î ðàç-
ðàáîòêå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ ðàñ÷åòà
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ òåë
è êîíñòðóêöèé [2].

© Îâñêèé À. Ã., Òîëîê Â. À., 2008



79

À. Ã. Îâñêèé, Â. À. Òîëîê:  ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ MAPLE 
ÄËß ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ ÇÀÊÎÍÀ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÑÒÈ ÌÀÒÐÈÖ ÏÐßÌÎÃÎ È ÎÁÐÀÒÍÎÃÎ 

Â ðàññìàòðèâàåìîé ðàáîòå ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü
ðåàëèçàöèè ñèìâîëèêè Âëàñîâà Â. Ç. â ñèñòåìå ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ Maple [3]. Ïðîâåðåíû ñâîéñòâà ëèíåé-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, êîòîðûå ïîëó-
÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ñîçäàííîé àâòîðàìè ïðî-
ãðàììû. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàòîðîâ ñòðîèòñÿ îáùåå
ðåøåíèå òðåõìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
òåîðèè óïðóãîñòè. Â ñâîåé ðàáîòå [1] Â. Ç. Âëàñîâ
ïðåäïîëàãàë îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèö ïðÿìîãî è îáðàò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê èçîòðîïíîãî óïðóãîãî òåëà. Öåëü äàííîé ðà-
áîòû, ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, êî-
òîðûå ðåàëèçóþòñÿ â ñèñòåìå MAPLE, äîêàçàòü ýòî
ïðåäïîëîæåíèå. Óäîâëåòâîðåíèå ëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ýòîìó çàêîíó ñëóæèò îöåíêîé
ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷àåìîãî â ïðîãðàììå îáùåãî ðåøå-
íèÿ òðåõìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè
óïðóãîñòè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ È ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè òâåðäîãî
èçîòðîïíîãî óïðóãîãî òåëà, èñïûòûâàþùåãî ìàëûå äå-
ôîðìàöèè. Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ â òðåõìåðíîé
ïðÿìîóãîëüíîé Äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z
èçâåñòíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè:

(1)

(2)

ãäå ν – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà òåëà; 
  – ïðîïîðöèîíàëüíûå âåëè÷èíû äëÿ

ïåðåìåùåíèé   w =
    – îáîçíà÷åíèÿ

íàïðÿæåíèé.

Èñïîëüçóåì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò Âëàñîâà [1],
ïðèíèìàåì çà èñêîìûå îñíîâíûå ôóíêöèè: U, V, W
è íàïðÿæåíèÿ X, Y, Z.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (1) áóäåì èñêàòü â âèäå áèãàðìî-
íè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

(3)

ãäå     
 – ôóíêöèè, çàäàâàåìûå íà ïëîñêîñòè z = 0

(íà÷àëüíûå);

 – äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð îò

ôóíêöèé;

 – ïðîèçâåäåíèå ïåðåìåííîé z íà

îïåðàòîð;

 – áåñêîíå÷íûé îïåðà-

öèîííûé ðÿä, ðàçëîæåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè sin â ðÿä Ìàêëîðåíà;

 – áåñêîíå÷íûé îïåðàöè-

îííûé ðÿä, ðàçëîæåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
cos â ðÿä Ìàêëîðåíà.

Ââîäèì óïðîùàþùóþ ñèìâîëèêó, îïåðàòîðû äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ  è  çàìåíÿåì íà α è β. Äàëåå èñ-

ïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4] ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñèñ-
òåìû (1) â MAPLE:

(4)

∂U
∂z
-------- ∂W

∂x
----------– X,+=

∂V
∂z
-------- ∂W

∂y
---------- Y,+=

∂W
∂z

---------- ν
1 ν–
------------ ∂U

∂x
-------- ∂V

∂y
--------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1 2ν–
2 1 ν–( )
--------------------Z,+=

∂Z
z

------- ∂X
∂x
-------- ∂Y

y
-------- c,––=

∂Y
∂z
-------- 1 ν+

1 ν–
------------ ∂2

U
∂x∂y
------------- ∂2

V

∂x
2

---------- 2
1 ν–
------------∂2

V

∂y
2

----------+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

– ν
1 ν–
------------∂Z

∂y
-------– b,–=

∂X
∂z
-------- 1 ν+

1 ν–
------------ ∂2

V
∂x∂y
------------- ∂2

U

∂y
2

----------- 2
1 ν–
------------∂2

U

∂x
2

-----------+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

– ν
1 ν–
------------∂Z

∂x
-------– a,–=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

σx
2

1 2ν–
--------------- 1 ν–( )∂U

∂x
-------- ν ∂V

∂y
-------- ∂W

∂z
----------+⎝ ⎠

⎛ ⎞+ ,=

σy
2

1 2ν–
--------------- 1 ν–( )∂V

∂y
-------- ν ∂V

∂y
-------- ∂W

∂z
----------+⎝ ⎠

⎛ ⎞+ ,=

τxy τyx
∂U
∂y
-------- ∂V

∂x
--------,+= =⎩

⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

U Gu,=
V Gυ,= W Gw=

u u x y z, ,( ),= υ υ x y z, ,( ),=
w x y z, ,( );= X τxz,= Y τyz,= Z σz=

U U0 x y,( ) γz( ) U1 x y,( ) γz( ) +sin+cos=

U2z γz( ) U3z γz( ),sin+cos+

V V0 x y,( ) γz( ) V1 x y,( ) γz( ) +sin+cos=

V2z γz( ) V3z γz( ),sin+cos+

W W0 x y,( ) γz( ) W1 x y,( ) γz( ) +sin+cos=

W2z γz( ) W3z γz( ),sin+cos+

X X0 x y,( ) γz( ) X1 x y,( ) γz( ) +sin+cos=

X2z γz( ) X3z γz( ),sin+cos+

Y Y0 x y,( ) γz( ) Y1 x y,( ) γz( ) +sin+cos=

Y2z γz( ) Y3z γz( ),sin+cos+

Z Z0 x y,( ) γz( ) Z1 x y,( ) γz( ) +sin+cos=

Z2z γz( ) Z3z γz( ),sin+cos+
⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

U0 x y,( ), V0 x y,( ), W0 x y,( ), X0 x y,( ), Y0 x y,( ),
Z0 x y,( )

γ ∂2

∂x
2

--------- ∂2

∂y
2

---------+=

γz z ∂2

∂x2
--------- ∂2

∂γ2
--------+=

γz( )sin γz γ3
z
3

3!
----------– γ5

z
5

5!
---------- …–+=

γz( )cos 1 γ2
z
2

2!
---------- γ4

z
4

4!
---------- …–+–=

∂
∂x
------ ∂

∂y
------

U LUUU0 LUVV0 … LUZZ0,+ + +=

V LVUV0 LVVV0 … LVZZ0,+ + +=

..............................................

Z LZUU0 LZVV0 … LZZZ0,+ + +=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧



80

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÅ ÒÀ ÊÎÌÏ’ÞÒÅÐÍÅ ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß

ISSN 1607-3274 «Ðàä³îåëåêòðîí³êà. ²íôîðìàòèêà. Óïðàâë³ííÿ» ¹ 1, 2008

ãäå

(5)

Îïåðàòîðû LUU, LUV, …, LZZ íàçûâàþòñÿ ëèíåé-
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, êîòîðûå îò-
íîñÿòñÿ ê íà÷àëüíûì ôóíêöèÿì  

   

Ìíîæåñòâî èç 36 îïåðàòîðîâ LUU, LUV, …, LZZ
îïðåäåëÿåò ìàòðèöó ïðÿìîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåí-
öèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðåäëîæåííóþ Âëàñî-
âûì Â. Ç.:

(6)

Óìíîæèâ ìàòðèöó (6) íà âåêòîð  ïîëó÷èì

ôîðìóëû (4).

LUU : 1
2
--- 2– 2ν+( ) γz( )cos

1– ν+
--------------------------------------------- 1

2
---z γz( )α2sin

1– ν+( )γ
----------------------------,+=

LVU : 1
2
---αβz γz( )sin

γ 1– ν+( )
-----------------------------,=

LWU : 1
2
---z γz( )αcos

1– ν+
-------------------------- 1

2
--- 1– 2ν+( )α γz( )sin

1– ν+( )γ
-------------------------------------------------,+=

LXU : α2z γz( )cos
1– ν+

----------------------------- α2– β2ν β2–+( ) γz( )sin
1– ν+( )γ

---------------------------------------------------------------,–=

LYU : z γz( )αβcos
1– ν+

------------------------------ αβ γz( )νsin
1– ν+( )γ

------------------------------,+=

LZU : γ γz( )zαsin
1– ν+

-----------------------------,–=

LUV : 1
2
---αβz γz( )sin

γ 1– ν+( )
-----------------------------,=

LVV : 1
2
--- 2– 2ν+( ) γz( )cos

1– ν+
--------------------------------------------- 1

2
---β2

z γz( )sin
1– ν+( )γ

----------------------------,+=

LWV : 1
2
---z γz( )βcos

1– ν+
-------------------------- 1

2
--- 1– 2ν+( )β γz( )sin

1– ν+( )γ
------------------------------------------------,+=

LXV : z γz( )αβcos
1– ν+

------------------------------ αβ γz( )νsin
1– ν+( )γ

------------------------------,+=

LYV : β2z γz( )cos
1– ν+

----------------------------- α2– να2 β2–+( ) γz( )sin
1– ν+( )γ

---------------------------------------------------------------,–=

LZV : γ γz( )zβsin
1– ν+

----------------------------,–=

LUW : 1
2
---z γz( )αcos

1– ν+
-------------------------- 1

2
--- 1– 2ν+( )α γz( )sin

1– ν+( )γ
-------------------------------------------------,–=

LVW : 1
2
---z γz( )βcos

1– ν+
-------------------------- 1

2
--- 1– 2ν+( )α γz( )sin

1– ν+( )γ
-------------------------------------------------,–=

LWW : 1
2
--- 2– 2ν+( ) γz( )cos

1– ν+
--------------------------------------------- 1

2
--- zβ2– zα2–( ) γz( )sin

1– ν+( )γ
-----------------------------------------------------,+=

LXW : γ γz( )zαsin
1– ν+

-----------------------------,–=

LYW : γ γz( )zβsin–
1– ν+

-------------------------------,=

LZW : zα2 zβ2+( ) γz( )cos
1– ν+

-------------------------------------------------– β2– α2–( ) γz( )sin
1– ν+( )γ

-----------------------------------------------,–=

LUX : 1
4
---α2z γz( )cos

1– ν+( )γ2
-----------------------------– 1

4
--- 4να2 4β2ν 4β2– 3α2–+( ) γz( )sin

1– ν+( )γ3
-----------------------------------------------------------------------------------------,+=

LVX : 1
4
--- αβ γz( )sin

γ3 1– ν+( )
--------------------------- 1

4
---αβz γz( )cos

γ2 1– ν+( )
------------------------------,–=

LWX : 1
4
---αz γz( )sin

γ 1– ν+( )
--------------------------,=

LXX : 1
2
--- 2– 2ν+( ) γz( )cos

1– ν+
--------------------------------------------- 1

2
---z γz( )α2sin

1– ν+( )γ
----------------------------,+=

LYX : 1
2
---αβz γz( )sin

γ 1– ν+( )
-----------------------------,=

LZX : 1
2
---z γz( )αcos

1– ν+
-------------------------- 1

2
--- 1– 2ν+( )α γz( )sin

1– ν+( )γ
-------------------------------------------------,–=

LUY : 1
4
---αβ γz( )sin

1– ν+( )
-------------------------- 1

4
---αβz γz( )cos

γ2 1– ν+( )
------------------------------,–=

LVY : 1
4
---β2z γz( )cos

1– ν+( )γ2
-----------------------------– 1

4
--- 4β2ν 4να2 4α2– 3β2–+( ) γz( )sin

1– ν+( )γ3
----------------------------------------------------------------------------------------- ,+=

LWY : 1
4
---βz γz( )sin

γ 1– ν+( )
-------------------------,=

LXY : 1
2
---αβz γz( )sin

γ 1– ν+( )
-----------------------------,=

LYY : 1
2
--- 2– 2ν+( ) γz( )cos

1– ν+
--------------------------------------------- 1

2
---β2z γz( )sin

1– ν+( )γ
----------------------------,+=

LZY : 1
2
---z γz( )βcos

1– ν+
-------------------------- 1

2
--- 1– 2ν+( )β γz( )sin

1– ν+( )γ
------------------------------------------------,–=

LUZ : 1
4
---αz γz( )sin

γ 1– ν+( )
--------------------------,=

LVZ : 1
4
---βz γz( )sin

γ 1– ν+( )
-------------------------,=

LWZ : 1
4
---z γz( )cos

1– ν+
---------------------- 1

4
--- 4ν 3–( ) γz( )sin

1– ν+( )γ
----------------------------------------,+=

LXZ : 1
2
---z γz( )αcos

1– ν+
-------------------------- 1

2
--- 1– 2ν+( )α γz( )sin

1– ν+( )γ
-------------------------------------------------,+=

LYZ : 1
2
---z γz( )βcos

1– ν+
-------------------------- 1

2
--- 1– 2ν+( )β γz( )sin

1– ν+( )γ
------------------------------------------------,+=

LZZ
1
2
--- 2– 2ν+( ) γz( )cos

1– ν+
--------------------------------------------- 1

2
--- zβ2– zα2–( ) γz( )sin

1– ν+( )γ
-----------------------------------------------------.+=

U0 x y,( ), V0 x y,( ),
W0 x y,( ), X0 x y,( ), Y0 x y,( ), Z0 x y,( ).

LUU LUV LUW LUX LUY LUZ

LVU LVV LVW LVX LVY LVZ

LWU LWV LWW LWX LWY LWZ

LXU LXV LXW LXX LXY LXZ

LYU LYV LYW LYX LYY LYZ

LZU LZV LZW LZX LZY LZZ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.

U0

V0

W0

X0

Y0

Z0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,
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Åñëè â ôîðìóëàõ (4) ñ÷èòàòü U, V, W, X, Y, Z çà-
äàííûìè, à U0, V0, W0, X0, Y0, Z0  èñêîìûìè, áóäåì

èìåòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû èç øåñòè ñîâìåñ-
òíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ. Ýòî ñëîæíàÿ çàäà÷à, íî åå ìîæíî ðåøèòü èíà-
÷å, åñëè âûõîäèòü èç ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ ïðîáëå-
ìû.

Ïðèíèìàÿ ïëîñêîñòü  çà íà÷àëüíóþ, ôóíê-
öèè U, V, W, X, Y, Z çà çàäàííûå, à ôóíêöèè U0, V0,

W0, X0, Y0, Z0 – çà èñêîìûå è ïðåäîñòàâëÿÿ êîîðäèíà-

òå z îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå è èñõîäÿ èç ôîðìóë îïå-
ðàòîðîâ (îäíè èç íèõ èçìåíÿþò çíàê ïðè ïîäñòàíîâêå,
à äðóãèå íåò), ó÷èòûâàÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è, ïî-
ëó÷èì:

(7)

Ýòè ôîðìóëû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ìàòðèöó îáðàò-
íîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ïðåäëîæåííóþ Âëàñîâûì Â. Ç. [1]. Âèä ìàòðèöû îá-
ðàòíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ àíàëîãè÷åí âèäó ìàòðèöû (7) çà èñêëþ÷åíèåì çíà-
êîâ ïåðåä îïåðàòîðàìè LUU, LUV, …, LZZ:

(8)

Â êíèãå Âëàñîâà [1] íà ñòðàíèöå 369 àâòîðàìè áûëà
èñïðàâëåíà îïå÷àòêà: îïåðàòîð LXY áðàëñÿ ñî çíàêîì
«–», â òî âðåìÿ êàê íóæíî åãî áðàòü ñî çíàêîì «+».
Áëàãîäàðÿ äîêàçàòåëüñòâó çàêîíà îðòîãîíàëüíîñòè
è ñîîòâåòñòâóþùåìó âûâîäó ïðîãðàììû, îíà áûëà
èñïðàâëåíà. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèè U0, V0, W0, X0, Y0,
Z0, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (7) â ïðàâûå
÷àñòè ðàâåíñòâ ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) ïîëó÷èì
òîæäåñòâåííûå óðàâíåíèÿ. Ýòîò ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ
è íàîáîðîò: äëÿ ôóíêöèé U, V, W, X, Y, Z. ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, íåîáõîäèìî ôîðìóëû (4) ïîäñòàâèòü
â (7). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) è (7)
îðòîãîíàëüíûå. Óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè îáðàòíîãî

ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî
ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö (6) è (8).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó ñ åäèíè÷íîé ãëàâíîé
äèàãîíàëüþ. Îïðåäåëèòåëè ìàòðèö ïðÿìîãî è îáðàòíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèé ðàâíû 1.

Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ (4) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíû-
ìè (â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîàíàëèçèðîâàâ ðåçóëü-
òàòû ðàáîòû ïðîãðàììû), ò. å.:

  è ò. ä. (9)

Ïîýòîìó ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé èìåþò ñèììåò-
ðè÷íóþ ñòðóêòóðó ñ äèàãîíàëÿìè ñèììåòðèè, êîòîðûå
ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðàâûé âåðõíèé óãîë è ëåâûé íèæíèé
óãîë êàæäîé èç ìàòðèö [1].

Âçàèìíîñòü îïåðàòîðîâ LVU
 è LUV è ñèììåòðè÷íûõ

ñ íèìè îïåðàòîðîâ LXY è LYX ïðåîáðàçîâàíèé (4)
è (7) îáóñëàâëèâàåòñÿ èçîòðîïíîñòüþ óïðóãîãî òåëà
îòíîñèòåëüíî îñè z. Ìû ïîëó÷àåì òàêèì îáðàçîì äëÿ
îïåðàòîðîâ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé ñëå-
äóþùèå âûðàæåíèÿ:

(10)

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ïðîãðàììû ÿâëÿþòñÿ: ïîñòðîåí-
íûå è àíàëèòè÷åñêè âûâåäåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû Âëàñîâà â âèäå òðàíñöåíäåíòíûõ îïåðàöè-
îííûõ ôîðìóë (5). À òàêæå ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêè
ïðîâåðåííîå ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö ïðÿìîãî
è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé. Ðåçóëüòàò ïðîâåðêè îðòî-
ãîíàëüíîñòè äëÿ íà÷àëüíîé ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ X0
ïîêàçàí íèæå, ðèñ. 1. Ïî ïîäîáíîé ñõåìå ïðîèçâîäÿòñÿ
ïðîâåðêè äëÿ îñòàëüíûõ ôóíêöèé. Âûðàæåíèÿ âûâîäà
ïðîãðàììû ïðåäñòàâëåíû â ìàøèííî-àíàëèòè÷åñêîé
ôîðìå. Ê ñîæàëåíèþ, ñèñòåìà íå ïðîèçâîäèò ïîëíîå
ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ, ïîýòîìó ôîðìà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ óñëîæíåíà.

Ïðîãðàììà àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåò òàêæå ïåðåì-
íîæåíèå ìàòðèö ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé
è âû÷èñëÿåò îïðåäåëèòåëè êàæäîé èç ìàòðèö. Ðåçóëü-
òàòû ýòèõ îïåðàöèé â ñòàòüå íå ïðèâåäåíû, â ñòàòüå ïî-
êàçàíà îñíîâíàÿ ñõåìà, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò àíàëè-
òè÷åñêîå óïðîùåíèå äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé.

Ðåçóëüòàòû íà ðèñ. 1 òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî àíà-
ëèçà, òàê êàê ìû èìååì äåëî ñ îïåðàòîðíî-ñèìâîëè÷åñ-
êèì ñïîñîáîì çàïèñè. Îäíàêî ñîãëàñíî ñ ìåòîäîì íà-
÷àëüíûõ ôóíêöèé Âëàñîâà Â. Ç. [1] â ôîðìóëàõ (4)
è (5) ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿä Ìàêëîðåíà îïåðàöèîííûõ
ôóíêöèé âûïîëíÿåòñÿ óìíîæåíèå îïåðàòîðà íà ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ, à ïîòîì ïðîèçâîäèòñÿ

z const=

U0 LUUU LUVV LUWW LUXX– LUYY– LUZZ,+ + +=

V0 LVUU LVVV LVWW– LVXX– LVYY– LVZZ,+ +=

W0 LWUU– LWVV– LWWW LWXX LWYY LWZZ,–+ + +=

X0 LXUU– LXVV– LXWW LXXX LXYY LXZZ,–+ + +=

Y0 LYUU– LYVV– LYWW LYXX LYYY LYZZ,–+ + +=

Z0 LZUU LZVV LZWW– LZXX– LZYY– LZZZ.+ +=
⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

LUU LUV L– UW L– UX L– UY LUZ

LVU LVV L– VW L– VX L– VY LVZ

L– WU L– WV LWW LWX LWY L– WZ

L– XU L– XV LXW LXX LXY L– XZ

L– YU L– YV LYW LYX LYY L– YZ

LZU LZV L– ZW L– ZX L– ZY LZZ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.

LVU LXY,= LUV LYX=

LYU LXV LZU, LXW LWU, LXZ,= = =

LVU LXY LUU, LXX LUV, LYX,= = =

LUW LZX LUZ, LWX LUY, LVX.= = =⎩
⎪
⎨
⎪
⎧
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«Ïðîâåðêà ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè»

Ðèñóíîê 1 – Ïðîâåðêà ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé

X0 : 2ν

1– ν+( )2 α2 β2+
------------------------------------------------ 2

1– ν+( )2 α2 β2+
------------------------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

zα3 2ν

1– ν+( )2 α2 β2+
------------------------------------------------ 2

1– ν+( )2 α2 β2+
------------------------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

⎝
⎜
⎜
⎛

zβ2+ +
⎝
⎜
⎜
⎛

=

2 α2 β2+
1– ν+( )2

-------------------------- 2 α2 β2+ ν

1– ν+( )2
------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

z+
⎠
⎟
⎟
⎞

α
⎠
⎟
⎟
⎞

α2 β2+ z( ) α2 β2+ z( )w0 +cossin

α2

4 1– ν+( )2
----------------------------– α2β2

4 α2 β2+( ) 1– ν+( )2
---------------------------------------------------- α4

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
----------------------------------------------------+ +

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

z
2 +

⎝
⎜
⎜
⎛

⎝
⎜
⎜
⎛

+

ν2

1– ν+( )2
------------------------ 1

1– ν+( )2
------------------------ 2ν

1– ν+( )2
------------------------–+ +

⎠
⎟
⎟
⎞

α2 β2+ z( )
2

+cos

1

α2 β2+( )
3 2⁄( )

1– ν+( )2
------------------------------------------------------------ ν

α2 β2+( )
3 2⁄( )

1– ν+( )2
------------------------------------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

zα4 +
⎝
⎜
⎜
⎛

+

1

α2 β2+( )
3 2⁄( )

1– ν+( )2
------------------------------------------------------------ ν

α2 β2+( )
3 2⁄( )

1– ν+( )2
------------------------------------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

zβ2+ +

ν

1– ν+( )2 α2 β2+
------------------------------------------------ 1

1– ν+( )2 α2 β2+
------------------------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

z
⎠
⎟
⎟
⎞

α2

⎠
⎟
⎟
⎞

α2 β2+ z( ) α2 β2+ z( ) +cossin+

α2

4 1– ν+( )2
----------------------------– α2β2

4 α2 β2+( ) 1– ν+( )2
---------------------------------------------------- α4

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
----------------------------------------------------+ +

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

z2 –
⎝
⎜
⎜
⎛

+

2β4ν

1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

---------------------------------------------------– 3α2β2ν

α2 β2+( )
2

1– ν+( )2
---------------------------------------------------– 7β2α2

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

------------------------------------------------------ α2ν

1– ν+( )2 α2 β2+( )
------------------------------------------------– –+

να4

1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

---------------------------------------------------– ν2α2β2

1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

--------------------------------------------------- 3α4

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

------------------------------------------------------+ +
⎠
⎟
⎟
⎞

α2 β2+ z( )
2
xx0 +sin

βα

4 1– ν+( )2
----------------------------– β3α

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
---------------------------------------------------- α3β

4 α2 β2+( ) 1– ν+( )2
----------------------------------------------------+ +

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

z
2 α2 β2+ z( )

2
+cos

⎝
⎜
⎜
⎛

+

1

α2 β2+( )
3 2⁄( )

1– ν+( )2
------------------------------------------------------------ ν

α2 β2+( )
3 2⁄( )

1– ν+( )2
------------------------------------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

zβα3 +
⎝
⎜
⎜
⎛

+
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«Ïîñëå óïðîùåíèé»

«Â èòîãå»

     

Ïðîäîëæåíèå ðèñóíêà 1

1

α2 β2+( )
3 2⁄( )

1– ν+( )2
------------------------------------------------------------ ν

α2 β2+( )
3 2⁄( )

1– ν+( )2
------------------------------------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

zβ3+ +

ν

1– ν+( )2 α2 β2+
------------------------------------------------ 1

1– ν+( )2 α2 β2+
------------------------------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

zβ
⎠
⎟
⎟
⎞

α
⎠
⎟
⎟
⎞

α2 β2+ z( ) α2 β2+ z( ) +cossin+

βα

4 1– ν+( )2
----------------------------– β3α

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
---------------------------------------------------- α3β

4 α2 β2+( ) 1– ν+( )2
----------------------------------------------------+ +

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

z
2 αβν

1– ν+( )2 α2 β2+( )
------------------------------------------------– α3β

4 α2 β2+( )
2

1– ν+( )2
------------------------------------------------------– +

⎝
⎜
⎜
⎛

+

α3βν

1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

--------------------------------------------------- β3ν2α

1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

---------------------------------------------------– β3α

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

------------------------------------------------------–+
⎠
⎟
⎟
⎞

α2 β2+ z( )
2

sin
⎠
⎟
⎟
⎞
yy0 +

z
2α3

4 1– ν+( )2 α2 β2+
--------------------------------------------------- z

2β2

4 1– ν+( )2 α2 β2+
--------------------------------------------------- z

2 α2 β2+
4 1– ν+( )2
----------------------------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

α+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

β3αν

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

------------------------------------------------------ ν2α3β

1– ν+( )2 α2 β2+( )
2

---------------------------------------------------–+ +
⎝
⎜
⎜
⎛

+

αβ

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
---------------------------------------------------- αν2β

1– ν+( )2 α2 β2+( )
------------------------------------------------ α2 β2+ z( ) α2 β2+ z( ) β2αν

1– ν+( )2 α2 β2+( )
------------------------------------------------ 3αβ2

4 α2 β2+( ) 1– ν+( )2
----------------------------------------------------– –

⎝
⎜
⎛

+cossin+ +

να

1– ν+( )2
------------------------– 3α

4 1– ν+( )2
---------------------------- α3ν

1– ν+( )2 α2 β2+( )
------------------------------------------------ 3α3

4 1– ν+( )2 α2 β2+( )
----------------------------------------------------

⎠
⎟
⎞

– z α2 β2+ z( )
2

⎠
⎞sin zz0+ +

U0 : α2 β2+ z( )
2

α2 β2+ z( )
2

cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

u0=

V0 : α2 β2+ z( )
2

α2 β2+ z( )
2

cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

v0=

W0 : α2 β2+ z( )
2

α2 β2+ z( )
2

cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

w0=

X0 : α2 β2+ z( )
2

α2 β2+ z( )
2

cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

xx0=

Y0 : α2 β2+ z( )
2

α2 β2+ z( )
2

cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

yy0=

Z0 : α2 β2+ z( )
2

α2 β2+ z( )
2

cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

zz0=

U0 : u0= V0 : v0= W0 : w0= X0 : xx0= Y0 : yy0= Z0 : zz0=
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Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé z:

Ñóììà ïðåîáðàçîâàíèé

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî z

Ðèñóíîê 2 – Äîêàçàòåëüñòâî çàêîíà îðòîãîíàëüíîñòè

«Ïîñëå óïðîùåíèé»

«Â èòîãå»

    

Ðèñóíîê 3 – Ïðîâåðêà ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ ôóíêöèé, 
ïîëó÷àåìûõ ÷åðåç íà÷àëüíûå ôóíêöèè

Res : gam z( )2 gam z( )2cos+sin⎝ ⎠
⎛ ⎞ u0 x y,( )=

f2 : sin 1
4
---u0 fourier e

2Igam z–( )
z sig, ,( )– fourier e

2Igam z( )
z sig, ,( )– 4π Dirac sig( )+⎝ ⎠

⎛ ⎞=

f2 : cos 1
4
---u0 fourier e

2Igam z–( )
z sig, ,( ) fourier e

2Igam z( )
z sig, ,( ) 4π Dirac sig( )+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞=

Res : 1
4
---u0 fourier e

2Igam z–( )
z sig, ,( )– fourier e

2Igam z( )
z sig, ,( )– 4π Dirac sig( )+⎝ ⎠

⎛ ⎞ +=

1
4
---u0 fourier e 2Igam z–( ) z sig, ,( ) fourier e 2Igam z( ) z sig, ,( ) 4π Dirac sig( )+ +⎝ ⎠

⎛ ⎞+

Res : 2u0 π Dirac sig( )=

gt0 u0=

U_ : α2 β2+ z⎝ ⎠
⎛ ⎞2 α2 β2+ z⎝ ⎠

⎛ ⎞2cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

U=

V_ : α2 β2+ z⎝ ⎠
⎛ ⎞2 α2 β2+ z⎝ ⎠

⎛ ⎞2cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

V=

W_ : α2 β2+ z⎝ ⎠
⎛ ⎞2 α2 β2+ z⎝ ⎠

⎛ ⎞2cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

W=

X_ : α2 β2+ z⎝ ⎠
⎛ ⎞2 α2 β2+ z⎝ ⎠

⎛ ⎞2cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

X=

Y_ : α2 β2+ z⎝ ⎠
⎛ ⎞2 α2 β2+ z⎝ ⎠

⎛ ⎞2cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Y=

Z_ : α2 β2+ z⎝ ⎠
⎛ ⎞2 α2 β2+ z⎝ ⎠

⎛ ⎞2cos+sin
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Z=

U_ : U= V_ : V= W_ : W= X_ : X= Y_ : Y= Z_ : Z=
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çàìåíà íà äèôôåðåíöèàëû. Â ñèëó ýòîãî, ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ëþáîãî z â ñîçäàííîé ïðî-
ãðàììå äîêàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà èç ðèñ. 1. Âñå ýòî âû-
ïîëíÿåò ïðîãðàììà, ðåçóëüòàòû äîêàçàòåëüñòâà äëÿ U0
íà ðèñ. 2.

Êàê âèäíî íà ðåçóëüòàò, ñóùåñòâåííî âëèÿåò çíàê,
ñòîÿùèé ïåðåä ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå êàæäîé èç îïå-
ðàöèîííûõ ôóíêöèé, à ôîðìà ñàìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
íå ó÷èòûâàåòñÿ, òàê êàê âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ âçàèìíî
óïðîùàþòñÿ. Îñòàåòñÿ ëèøü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
äëÿ ôóíêöèè u0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ U (ðèñ. 3).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà áûëî ïðîâåðåíî
ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö ïðÿìîãî è îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèé. Êàê ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî, óñòàíîâëåíû
ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâè-
ìûõ â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèîííûõ ôóí-
êöèé. Ýòè ôóíêöèè ðàçëàãàþòñÿ â ñèìâîëè÷åñêèå áåñ-
êîíå÷íûå ðÿäû Ìàêëîðåíà ñ ïðîèçâîäíûìè âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ.

Áëàãîäàðÿ ïðîâåðåííûì âûøå ñâîéñòâàì â çàäà÷àõ
òåîðèè óïðóãîñòè ìîæíî ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè ñ ðàç-
ëàãàåìûìè îïåðàöèîííûìè òðàíñöåíäåíòíûìè ôóí-
êöèÿìè, êàê ñ îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè. Íà ýòîé îñíîâå
ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ òåîðèþ îïåðàòîðíî-ñèìâî-
ëè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè â
äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå. Íî îñíîâíîé
ñìûñë ïðåäëîæåííîãî ê ðàññìîòðåíèþ äîêàçàòåëüñòâà
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïîñëå ïðîâåðêè îðòîãîíàëüíîñòè
îïåðàòîðíûõ ôîðìóë (7) è (8) ìîæíî ïåðåõîäèòü ê
ðàññìîòðåíèþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà ïî-

òåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ýòîò ïðèíöèï, âìåñòå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ôîðìóë äëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé çà
ìåòîäîì Âëàñîâà ïîçâîëèò ðåøàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ
çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè íà ñèñòåìå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Maple.
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Àâòîðè àíàë³çóþòü îòðèìàíå Âëàñîâèì Â. Ç. [1]
çàãàëüíå îïåðàòîðíå ð³øåííÿ òðüîõâèì³ðíèõ ð³âíÿíü òå-
îð³¿ ïðóæíîñò³, ïåðåâ³ðÿþòü éîãî îñíîâí³ âëàñòèâîñò³
â ñèñòåì³ ïðîãðàìóâàííÿ Maple. Ó ðîçðîáëåí³é ïðîãðàì³
äîâîäèòüñÿ çàêîí îðòîãîíàëüíîñò³ ìàòðèöü ïðÿìîãî ³ çâî-
ðîòíîãî ïåðåòâîðåíü, ñêëàäåíèõ ç îòðèìàíèõ îïåðàòîð³â.
Ó ðîáîò³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñïðîùóþ÷èé ñèìâîë³÷íèé çà-
ïèñ ó âèãëÿä³ òðàíñöåíäåíòíèõ îïåðàö³éíèõ ôîðìóë, ÿêèé
äîçâîëÿº çàñòîñîâóâàòè ÅÎÌ äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìà-
òè÷íèõ ìîäåëåé çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³.

Authors analyse got Vlasov V. Z. [1] general statement
decision of freedimension equations of theory of resiliency,
check up his basic properties in the system of programming of
Maple. Law of ortogonal of matrices of direct and reverse
transformations, made in obedience to work of Vlasov V. Z.
is proved in the developed program. A simplifying symbolic
record as transcendent operating formulas, which allows to
apply COMPUTER for the construction of mathematical
models of tasks of theory of resiliency, is in-process utillized.
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ÝÐÌÈÒÀ

Îïèñàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà íà
îñíîâå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ýðìèòà, ðåàëèçîâàí-
íàÿ â ïîäñèñòåìå «ÊÎÝÐÌÀ» ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
«ÌIÐÅËÀ+», ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè
óïðóãîñòè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ïðîâåðêè äî-
ñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåí òåñòîâûé ïðèìåð
â êà÷åñòâå íàãðóæàåìîé ïëèòû, çàêðåïëåííîé ïî êîíòóðó.
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Êàê èçâåñòíî, ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïîçâî-
ëÿåò ðåøàòü ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå è ñëîæíûå çàäà÷è
òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ïî äàííîìó
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