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çàìåíà íà äèôôåðåíöèàëû. Â ñèëó ýòîãî, ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ëþáîãî z â ñîçäàííîé ïðî-
ãðàììå äîêàçûâàþòñÿ ðàâåíñòâà èç ðèñ. 1. Âñå ýòî âû-
ïîëíÿåò ïðîãðàììà, ðåçóëüòàòû äîêàçàòåëüñòâà äëÿ U0
íà ðèñ. 2.

Êàê âèäíî íà ðåçóëüòàò, ñóùåñòâåííî âëèÿåò çíàê,
ñòîÿùèé ïåðåä ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå êàæäîé èç îïå-
ðàöèîííûõ ôóíêöèé, à ôîðìà ñàìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
íå ó÷èòûâàåòñÿ, òàê êàê âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ âçàèìíî
óïðîùàþòñÿ. Îñòàåòñÿ ëèøü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
äëÿ ôóíêöèè u0.

Àíàëîãè÷íî äëÿ U (ðèñ. 3).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî àíàëèçà áûëî ïðîâåðåíî
ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèö ïðÿìîãî è îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèé. Êàê ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî, óñòàíîâëåíû
ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåäñòàâè-
ìûõ â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ îïåðàöèîííûõ ôóí-
êöèé. Ýòè ôóíêöèè ðàçëàãàþòñÿ â ñèìâîëè÷åñêèå áåñ-
êîíå÷íûå ðÿäû Ìàêëîðåíà ñ ïðîèçâîäíûìè âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ.

Áëàãîäàðÿ ïðîâåðåííûì âûøå ñâîéñòâàì â çàäà÷àõ
òåîðèè óïðóãîñòè ìîæíî ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè ñ ðàç-
ëàãàåìûìè îïåðàöèîííûìè òðàíñöåíäåíòíûìè ôóí-
êöèÿìè, êàê ñ îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè. Íà ýòîé îñíîâå
ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ òåîðèþ îïåðàòîðíî-ñèìâî-
ëè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè â
äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå. Íî îñíîâíîé
ñìûñë ïðåäëîæåííîãî ê ðàññìîòðåíèþ äîêàçàòåëüñòâà
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïîñëå ïðîâåðêè îðòîãîíàëüíîñòè
îïåðàòîðíûõ ôîðìóë (7) è (8) ìîæíî ïåðåõîäèòü ê
ðàññìîòðåíèþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà ïî-

òåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ýòîò ïðèíöèï, âìåñòå ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ôîðìóë äëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé çà
ìåòîäîì Âëàñîâà ïîçâîëèò ðåøàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ
çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè íà ñèñòåìå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
Maple.
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Íàä³éøëà 1.04.2008

Àâòîðè àíàë³çóþòü îòðèìàíå Âëàñîâèì Â. Ç. [1]
çàãàëüíå îïåðàòîðíå ð³øåííÿ òðüîõâèì³ðíèõ ð³âíÿíü òå-
îð³¿ ïðóæíîñò³, ïåðåâ³ðÿþòü éîãî îñíîâí³ âëàñòèâîñò³
â ñèñòåì³ ïðîãðàìóâàííÿ Maple. Ó ðîçðîáëåí³é ïðîãðàì³
äîâîäèòüñÿ çàêîí îðòîãîíàëüíîñò³ ìàòðèöü ïðÿìîãî ³ çâî-
ðîòíîãî ïåðåòâîðåíü, ñêëàäåíèõ ç îòðèìàíèõ îïåðàòîð³â.
Ó ðîáîò³ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ñïðîùóþ÷èé ñèìâîë³÷íèé çà-
ïèñ ó âèãëÿä³ òðàíñöåíäåíòíèõ îïåðàö³éíèõ ôîðìóë, ÿêèé
äîçâîëÿº çàñòîñîâóâàòè ÅÎÌ äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìà-
òè÷íèõ ìîäåëåé çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³.

Authors analyse got Vlasov V. Z. [1] general statement
decision of freedimension equations of theory of resiliency,
check up his basic properties in the system of programming of
Maple. Law of ortogonal of matrices of direct and reverse
transformations, made in obedience to work of Vlasov V. Z.
is proved in the developed program. A simplifying symbolic
record as transcendent operating formulas, which allows to
apply COMPUTER for the construction of mathematical
models of tasks of theory of resiliency, is in-process utillized.

ÓÄÊ 539.3
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ÝÐÌÈÒÀ

Îïèñàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà íà
îñíîâå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ýðìèòà, ðåàëèçîâàí-
íàÿ â ïîäñèñòåìå «ÊÎÝÐÌÀ» ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
«ÌIÐÅËÀ+», ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè
óïðóãîñòè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ ïðîâåðêè äî-
ñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëåí òåñòîâûé ïðèìåð
â êà÷åñòâå íàãðóæàåìîé ïëèòû, çàêðåïëåííîé ïî êîíòóðó.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êàê èçâåñòíî, ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ïîçâî-
ëÿåò ðåøàòü ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå è ñëîæíûå çàäà÷è
òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ïî äàííîìó
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ìåòîäó ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì, îñîáåííî â
äâóõ è òðåõìåðíûõ ñëó÷àÿõ. Â ñâÿçè ñ ÷åì íåîáõîäèìî
ïðèìåíåíèå ÝÂÌ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ îáëåã÷åíèÿ
äàííîãî ïðîöåññà ðàçðàáîòàíî ðÿä ïðîãðàììíûõ êîì-
ïëåêñîâ, ïîçâîëÿþùèõ àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ñðåäè íèõ âûäåëÿþò: PLAXIS 3D Foundation [1], ËÈ-
ÐÀ-Windows [2], COSMOSWORKS [3], MSC.Nastran
[4], ÈÑÏÀ [5], ANSYS [6], ASKA [7] è äð. Áîëüøèí-
ñòâî èç âûøå ïåðå÷èñëåííûõ êîìïëåêñîâ ÿâëÿþòñÿ øè-
ðîêî ñïåöèàëèçèðîâàííûìè äîðîãîñòîÿùèìè êîììåð-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Âî âñåì ìèðå áîëüøîé îáúåì çàäà÷
ðåøàåòñÿ ïî äàííûì ïðîãðàììàì. Îäíàêî äëÿ ïðà-
âèëüíîñòè ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ è ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëå-
ìûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî îáëàäàòü ñïåöèàëèçè-
ðîâàííûìè íàâûêàìè. ×òî ñâÿçàíî ñ áîëüøîé çàòðàòîé
âðåìåíè è ñðåäñòâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, â ñâÿçè ñ øèðîêèì ïðèìåíåíèåì
â ìàøèíîñòðîåíèè ðåçèíîâûõ âèáðîèçîëèðóþùèõ ýëå-
ìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à ðàñ÷åòà íàïðÿæåí-
íî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëàñòîìåðíûõ êîí-
ñòðóêöèé. Ìàòåðèàëû äàííîãî êëàññà îáëàäàþò îò-
ëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ – ñëàáîé ñæèìàåìîñòüþ
(êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà èìååò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå

). Ó÷åò äàííîé îñîáåííîñòè ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò
ê âûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé. Âîçíè-
êàåò íåîáõîäèìîñòü â ìîäèôèêàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùåé îáîéòè äàííóþ îñîáåííîñòü.

Â øèðîêî ñïåöèàëèçèðîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
êîìïëåêñàõ, òàêèõ êàê ANSYS, MSC.Nastran, COS-
MOSWORKS, äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùåé ïðîáëåìû
ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå âàðèàöèè äëÿ âûðàæåíèÿ ïî-
òåíöèàëà óïðóãîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè äëÿ ýëàñòîìåðà
ñ ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè äîáàâêè ÷ëåíà, ó÷èòûâàþùåãî
ñëàáóþ ñæèìàåìîñòü. Îäíàêî, â áîëüøèíñòâå èç ñóùå-
ñòâóþùèõ ñèñòåì, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, âñå æå íå ïðåäóñìîòðåí ó÷åò ñëàáîé ñæèìà-
åìîñòè ýëàñòîìåðîâ.

Ñèñòåìà «ÌIÐÅËÀ+» [8], ðàçðàáîòàííàÿ íà áàçå
âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà ÊÎÄÅÒÎÌ, ÿâëÿåòñÿ ñïå-
öèàëèçèðîâàííîé ñèñòåìîé ïî ðàñ÷åòó ýëàñòîìåðíûõ
êîíñòðóêöèé íà ïðî÷íîñòü, ðàçðóøåíèå è äîëãîâå÷-
íîñòü, ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëàñòîìåðíûõ êîíñòðóêöèé.
Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ îáëàäàåò âîçìîæíîñòüþ àâòî-
ìàòèçèðîâàííîãî çàäàíèÿ äèñêðåòíîé îáëàñòè èññëåäó-
åìîãî òðåõìåðíîãî îáúåêòà, ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Êîìïëåêñ îñíîâàí íà åäèíîé
ìåòîäèêå ðàñ÷åòà ýëàñòîìåðíûõ ýëåìåíòîâ ìåòîäîì êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùåé ó÷èòûâàòü æåñòêèå
ñìåùåíèÿ, ýôôåêò ëîæíîãî ñäâèãà è ñëàáóþ ñæèìà-
åìîñòü äàííîãî ìàòåðèàëà.

Äàííàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû
ýëàñòîìåðíûõ êîíñòðóêöèé ðàçëè÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé

ôîðìû. Òàê, â ðàáîòå [9] ðåàëèçîâàí ðàñ÷åò æåñòêîñ-
òíûõ õàðàêòåðèñòèê ýëàñòîìåðíûõ âèáðîèçîëÿòîðîâ
ñëîæíîé ôîðìû. Îäíèì èç íåäàâíèõ ðàçâèòèé êîì-
ïëåêñà ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ðàñ÷åòà êîíòàêòíûõ çàäà÷.
Ìîäåëèðîâàíèå êîíòàêòíûõ âçàèìîäåéñòâèé îñóùå-
ñòâëÿåòñÿ ïóòåì çàäàíèÿ óñëîâèé íåïðîíèêíîâåíèÿ
êîíòàêòèðóþùèõ òåë. Ðåøåíèå êîíòàêòíûõ çàäà÷ âçà-
èìîäåéñòâèÿ ýëàñòîìåðíûõ âèáðîèçîëÿòîðîâ è àáñî-
ëþòíî æåñòêîé ïëèòû èçëîæåíî â ðàáîòàõ [10,11].

Â ðàìêàõ ñèñòåìû «ÌIÐÅËÀ+» áûëà ñîçäàíà ïîäñèñ-
òåìà «ÊÎÝÐÌÀ», â êîòîðîé ðåàëèçîâàí ïîäõîä ðåøå-
íèÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ, îñíîâàííîì íà èíòåðïîëÿöèîííîì ïîëèíîìå
Ýðìèòà, ó÷èòûâàþùåì ïåðåìåùåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå.

Âçàèìîñâÿçü ïðîãðàìì ñèñòåìû ÊÎÝÐÌÀ ñ ÷àñòÿìè
êîìïëåêñà Ì²ÐÅËÀ+ ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 1. 

Â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå ðåàëèçîâàí ðàñ÷åò êîíñòðóê-
öèé ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðîöåññ ðàñ÷åòà
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ñîñòîèò èç òðåõ âçàèìîñâÿçàííûõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì
ýòàïå çàäàåòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ðàñ-
÷åòíîé ñõåìû, òîïîëîãèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èññëå-
äóåìîãî îáúåêòà, ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòå-
ðèàëà. Íà âòîðîì ýòàïå ðàññ÷èòûâàþòñÿ ëîêàëüíûå
ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñòðîèòñÿ ãëî-
áàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè êîíñòðóêöèè, ñîñòàâëÿåòñÿ
ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, íàõîäèòñÿ åå ðåøå-
íèå. Îïðåäåëÿþòñÿ ïîëÿ äåôîðìàöèé, íàïðÿæåíèé,
ïåðåìåùåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ è èõ çíà÷åíèÿ çàíîñÿò-
ñÿ â ôàéë. Äàííàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëå-
íà íà ðèñ. 2.

ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß 
ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÎËÈÍÎÌÀ 
ÝÐÌÈÒÀ

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îñíîâàí íà ââåäåíèè
àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåí-
íîé ê èñêîìîé. Äàííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ôîðìû
ýëåìåíòà è ÷èñëà óçëîâûõ òî÷åê. Íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûì òèïîì àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíî-
ìû, ÷èñëî ÷ëåíîâ êîòîðûõ ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáî-
äû äàííîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.

Èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè, îáåñïå÷èâàþùèå íå-
ïðåðûâíîñòü ïîëÿ ïåðåìåùåíèé îòíîñÿòñÿ ê èíòåðïî-
ëèðóþùèì ôóíêöèÿì íóëåâîãî óðîâíÿ, åñëè æå â ýëå-
ìåíòå íåïðåðûâíû è ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, òî îáåñïå-
÷èâàåòñÿ -íåïðåðûâíîñòü, è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè
ó÷åòå íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ –

 íåïðåðûâíîñòü. Ñðåäè ïîëèíîìîâ ïåðâîãî òèïà ñëå-
äóåò âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïîëèíîìû: Ëàãðàíæà [9],
Íüþòîíà [13], Ñåðåíäèïà [9] è äð. Êðîìå òîãî, èñ-
ïîëüçóåòñÿ øèðîêèé êëàññ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ,
êîòîðûå ââîäÿòñÿ êàê ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé
â îáîáùåííûå ðÿäû Ôóðüå [14]: ßêîáè, Ãåãåíáàóýðà,
×åáûøåâà, Ëåæàíäðà, Ëàãåðà.

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîñòðîåííûå íà
îñíîâå ïåðå÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, èìåþò ðÿä ïîëî-
æèòåëüíûõ ñâîéñòâ. Îäíèì èç òàêèõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ôîðìû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
ãðàíèöó ìåæäó ýëåìåíòàìè. Îäíàêî äàííûå ýëåìåíòû
íå ó÷èòûâàþò çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ èíòðåïîëè-
ðóåìûõ âåëè÷èí â óçëàõ è, êàê ñëåäñòâèå, âíóòðè ýëå-
ìåíòà. Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèè, ó÷èòû-
âàþùåé ïðîèçâîäíûå, äëÿ âûâîäà ôóíêöèé ôîðì èñ-
ïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìèðóþùèé ïîëèíîì Ýðìèòà. Òàê,
â ðàáîòàõ [15, 16] èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà Ýðìèòà
ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç êâàäðàòû êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíî-
ìà Ëàãðàíæà. Äëÿ äâóìåðíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ, íàçûâàåìûõ ýðìèòîâûìè áèêóáè÷åñêè-
ìè ýëåìåíòàìè, áûëè ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà Ýðìèòà [17], óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî íåïðåðûâíîñòè òèïà C1. Ñ ýòîé öåëüþ áûëè çà-

äàíû â óçëàõ ýëåìåíòà çíà÷åíèÿ    

Â ðàáîòå [17] ïîñòðîåí èíòåðïîëèðóþùèé ïîëèíîì
Ýðìèòà äëÿ ïëîñêîãî òðåóãîëüíîãî êîíå÷íîãî ýëåìåí-
òà, îáåñïå÷èâàþùåãî íåïðåðûâíîñòü ïåðâûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïðè ïåðåõîäå îò ýëåìåíòà ê ýëåìåíòó.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîé ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿ-
öèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è ñå-
ìè èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â êàæäîì èç âîñüìè óçëîâ
îáúåìíîãî ïàðàëëåëåïèïåäíîãî ýëåìåíòà. Ïðè èñïîëü-
çîâàíèè äàííîãî ïîëèíîìà Ýðìèòà â ìåòîäå êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ñòðîèòñÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè. Äëÿ îäíîãî êî-
íå÷íîãî ýëåìåíòà ðàçìåðíîñòü  Ýòî ïðèâîäèò
ê áîëüøèì çàòðàòàì ìàøèííîãî âðåìåíè ïðè ðåøåíèè
ñèñòåìû ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííûõ íà îñ-
íîâå ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè, îñîáåííî ïðè ðàñ-
÷åòàõ êîíñòðóêöèé ñëîæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû æåñòêîñòè
áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðîâ ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿöèè áûëè ïðèíÿòû óç-
ëîâûå ïåðåìåùåíèÿ è çíà÷åíèÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
ïåðåìåùåíèé. Ïîñòðîåí àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîãî÷ëåí
Ýðìèòà, îáåñïå÷èâàþùèé íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé

 

(1)

Ðàññìîòðåí ñïåöèàëüíûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ýðìèòî-
âîãî ñåìåéñòâà ïàðàëëåëåïèïåäíîé ôîðìû. Íà÷àëî
ìåñòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò  ïîìåùåíî â öåíòð
òÿæåñòè ýëåìåíòà, à îñè êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíû ïà-
ðàëëåëüíî ðåáðàì ïàðàëëåëåïèïåäà. Ðàçìåðû êîíå÷íî-
ãî ýëåìåíòà ïðèìåì ðàâíûìè 1×1×1.

Íà îñíîâàíèè ïðèíÿòîé àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìîì
Ýðìèòà (1) áûëè âûâåäåíû îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìî-
ìåíòíîé ñõåìû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ìàòðèöû æåñòêîñòè.

ÐÀÑ×ÅÒ ÍÀÏÐßÆÅÍÍÎ-
ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß 
ÝËÀÑÒÎÌÅÐÍÛÕ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ 
Â ÑÈÑÒÅÌÅ «ÊÎÝÐÌÀ»

Äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ ïðè ïðèìåíåíèè âûøåóêàçàííîé ìåòîäè-
êè, ðàññìîòðèì çàäà÷è, ðåøåíèÿ êîòîðûõ áûëè ïî-
ëó÷åíû àíàëèòè÷åñêè è ñðàâíèì äàííûå ðåøåíèÿ ñî
çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè òðàäèöèîííîé è ìîìåíòíîé
ñõåìîé ëàãðàíæåâîãî [19] è ýðìèòîâîãî ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 1. Ðàñ÷åò ïëèòû êâàäðàòíîé ôîðìû, êîòîðàÿ
çàùåìëåíà ïî êîíòóðó, ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè.
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Ðàçìåðû ïëèòû: a = 0,2 ì, òîëùèíà ïëèòû t =
= 0,01 ì, ïîâåðõíîñòíàÿ íàãðóçêà q = 0,002 ÌÏà, ìî-
äóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà áàëêè Å = 2 ÌÏà. Ðàñ÷åò-
íàÿ ñõåìà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî â ðàñ÷åòàõ êðîìå àïïðîêñèìàöèè
ïåðåìåùåíèé áûëà ïðèìåíåíà òàêæå àïïðîêñèìàöèÿ
ïðîèçâîäíîé èñêîìîé ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ îñè z,
èññëåäóåìàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàçìåùåíà òàê, ÷òîáû
íàïðàâëåíèå íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé íà ïëèòó, ñîâïà-
äàëî ñ íàïðàâëåíèåì îñè z. Òàêèì îáðàçîì, áóäåò çàäà-
âàòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé ïî íàïðàâ-
ëåíèþ íàèáîëüøèõ ïåðåìåùåíèé, ÷òî ïîçâîëèò ïîëó-
÷èòü áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Ïîëó÷åííûå äàííûå áûëè ñðàâíåíû ñî ñëåäóþùèìè
àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè: ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá
â öåíòðå ïëèòû [20] ïðè  –  ì,
ïðè  –  ì, ïðè  – w =

 ì, ïðè  –  ì.

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âåëè-
÷èíû ïðîãèáà ïëèòû îò êîýôôèåíòà Ïóàññîíà.

Ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùåíèé, âîçíèêàþùèõ â ïëèòå,
çàùåìëåííîé ïî êîíòóðó, ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè ïðèâåäåíî íà ðèñ. 6.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè èíòåðïîëÿöèè èñêîìîé âå-
ëè÷èíû ïîëèíîìîì Ëàãðàíæà è Ýðìèòà.

Ðèñóíîê 3

Ðèñóíîê 4

ν 0 3,= w 2 42 10 2–×,=
ν 0 49,= w 1 87 10 2–×,= ν 0 499,=

1 85 10 2–×,= ν 0 4999,= w 1 848 10 2–×,=
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Òàáëèöà 1 – Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðÿìîóãîëüíîé ïëèòû, çàùåìëåííîé ïî êîíòóðó

Ñåòêà ðàçáèåíèÿ

Ê
îý

ô
ô

èö
èå

íò
 

Ï
óà

ññ
îí

à,
 ν

ÌÊÝ íà îñíîâå àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà 
Ëàãðàíæà

ÌÊÝ íà îñíîâå àïïðîêñèìèðóþùåãî 
ïîëèíîìà Ýðìèòà

w × 10–2, ì ε, % w × 10–2, ì ε, %

5×5×3

0,
3

0,34 85,1 0,34 85,1

7×7×5 0,61 73,2 0,65 71,4

8×8×5 0,7 69,2 0,76 66,6

11×11×7 1,13 50,3 1,37 39,8

13×13×9 1,96 13,8 2,0 12,1

5×5×3

0,
49

0,37 80,5 0,4 78,9

7×7×5 0,62 67,4 0,8 57,9

8×8×5 0,62 67,4 0,96 49,5

11×11×7 1,05 44,7 1,82 4,2

13×13×9 1,79 5,8 1,84 3,1

5×5×3

0,
49

9

0,37 80,3 0,4 78,7

7×7×5 0,62 67,0 0,8 57,4

8×8×5 0,66 64,8 0,96 48,9

11×11×7 1,06 43,5 1,81 3,6

13×13×9 1,66 11,6 1,82 3,1

5×5×3

0,
49

99

0,37 80,3 0,4 78,7

7×7×5 0,62 66,9 0,8 57,3

8×8×5 0,67 64,3 0,96 48,8

11×11×7 1,06 43,5 1,82 2,9

13×13×9 1,59 15,2 1,83 2,4

Ðèñóíîê 5 Ðèñóíîê 6
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Çàäà÷à 2. Ïðîâåäåí ðàñ÷åò çíà÷åíèé îñàäîê ýëàñòî-
ìåðíîãî âèáðîèçîëÿòîðà òèïà ÂÐ-203 (ðèñ. 7, 8) ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íàãðóçîê. Ìàðêà ðåçèíû – 2959,
ìîäóëü ñäâèãà  Ïà, ν = 0,49. Ðàçìåðû:
r = 52 ìì, d = 130 ìì, d1 = 200 ìì, d2 = 170 ìì,
d3 = 32 ìì, d4 = 90 ìì, h = 180 ìì, R = 60 ìì,
k = 38 ìì.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè ñîïîñòàâëåíû ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè (ðèñ. 9). Ñðàâíåíèå çíà-
÷åíèé îñàäîê, ðàññ÷èòàííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ óñèëèÿõ
ïðèëîæåííûõ ê âèáðîèçîëÿòîðó, ïîêàçûâàåò, ÷òî ìå-
òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îñíîâå ïîëèíîìà Ýðìèòà
äàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò, ÷åì êîíå÷íûé ýëåìåíò, ïî-
ñòðîåííûé ñ ïðèìåíåíèåì ïîëèíîìà Ëàãðàíæà.

ÂÛÂÎÄÛ

Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû â ïîäñèñòåìå «ÊÎÝÐÌÀ» ïî-
êàçûâàþò, ÷òî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îñíîâàííûé
íà àïïðîêñèìàöèè ïîëåé ïåðåìåùåíèé ïîëèíîìîì Ýð-
ìèòà, äàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò, ÷åì ïðè àïïðîêñèìàöèè
ïîëèíîìîì Ëàãðàíæà. Â òîì ÷èñëå è äëÿ ñëàáîñæèìà-
åìûõ ìàòåðèàëîâ.

Âûøåóêàçàííîå óòâåðæäåíèå áûëî ïîäòâåðæäåíî
ðàñ÷åòàìè, ïðîâåäåííûìè äëÿ ýëàñòîìåðíîé êîíñòðóê-
öèè ñëîæíîé ôîðìû, êîòîðûå áûëè ñðàâíåíû ñ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûìè.

ÏÅÐÅ×ÅÍÜ ÑÑÛËÎÊ

1. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ
[Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]: Plaxis ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïàêåò êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïðîãðàìì äëÿ äâóõìåðíûõ
è òðåõìåðíûõ ðàñ÷åòîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ. – Ýëåêòðîí. äàí.– Ðåæèì äîñòóïà:
http//www.pinfor.ru/software/plaxis8/plaxis_founda-
tion.htm – Çàãë. ñ ýêðàíà.

2. Ïðîêîïîâè÷ À. À. Ñîïðîòèâëåíèå èçãèáó æåëåçîáåòîí-
íûõ êîíñòðóêöèé ñ ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè ñöåïëåíèÿ
ïðîäîëüíîé àðìàòóðû ñ áåòîíîì. – Ñàìàðà: ÍÂÔ
«Ñåíñîðû. Ìîäóëè. Ñèñòåìû», 2000. – 567ñ.

3. COSMOSWorks [Ýëåêòðîííûé ðåñóðñ]: ìîùíûé è ïðî-
ñòîé â èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ïðî-
âåäåíèÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ. – Ýëåêòðîí. äàí. – Ðå-
æèì äîñòóïà: http://www.solidworks.ru/products/cos-
mos. – Çàãë. ñ ýêðàíà.
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Îïèñàíî ìåòîäèêó ïîáóäîâè ñê³í÷åííîãî åëåìåíòó íà
îñíîâ³ ³íòåðïîëÿö³éíîãî ïîë³íîìó Åðì³òó, ÿêà ðåà-
ë³çîâàíà â ï³äñèñòåì³ «ÊÎÝÐÌÀ» ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó
«ÌIÐÅËÀ+», ïðèçíà÷åíîãî äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷ òåîð³¿
ïðóæíîñò³ ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Äëÿ ïåðåâ³ðêè
â³ðîã³äíîñò³ ðåçóëüòàò³â ïðåäñòàâëåíî òåñòîâèé ïðè-
êëàä â ÿêîñò³ ïëèòè, ùî íàãðóæàºòüñÿ, çàêð³ïëåíî¿ ïî
êîíòóðó.

The technique of construction of a finite element on a
basis of interpolational polynomial of Ermite, realized in a
subsystem «ÊÎÝÐÌÀ» of a program complex «ÌIÐÅËÀ+»,
intended for the decision of tasks of the theory of elasticity
by a method of finite elements is described. For check of
reliability of results the test example is submitted as a
loaded plate fixed on a contour.




