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АНОТАЦІЯ 
Актуальність. Математичні і комп’ютерні моделі динаміки бойових дій є важливим інструментом для прогнозування їх 

результату. Відомі моделі ланчестерівського типу були імітаційними і не враховували кінцеву мету і перерозподіл ресурсів 
в ході бойових зіткнень. В даній роботі пропонується оптимізаційна модель динаміки бойових дій між сторонами А і В на 
двох ділянках зіткнення, в основу якої покладено метод динамічного програмування з максимізацією цільової функції як 
функції втрат супротивника. Розроблена математична і комп’ютерна модель типової для сучасної війни ситуації ведення 
бойових дій між сторонами А і В на двох ділянках зіткнення з метою нанесення  противнику максимальних втрат бойових 
ресурсів. Досягається ця мета шляхом перерозподілу ресурсів між ділянками зіткнення і введення на ці ділянки відповідних 
резервів.  

Мета роботи. Побудувати математичну і комп’ютерну моделі динаміки бойових дій між сторонами А і В на двох ділян-
ках зіткнення, в яких метою сторони А є максимізація втрат сторони В шляхом використання трьох ресурсів (першим пара-
метром є кількість бойових одиниць, яку має можливість сторона А розподілити по ділянкам зіткнення в початковий мо-
мент часу; другим параметром є кількість бойових одиниць, яку має  перекинути сторона А з однієї ділянки на іншу в де-
який наступний момент часу; третій параметр – це кількість бойових одиниць, яку має розподілити  сторона А, використо-
вуючи резерв) і  шляхом моделювання знайти оптимальні значення цих параметрів.  

Метод. В основу математичної моделі покладено метод динамічного програмування з функцією цілі як функцією втрат 
супротивника, а параметрами є одиниці бойових ресурсів на різних ділянках зіткнення. Їх число змінюється шляхом  пере-
розподілу між цими ділянками і введенням резервних бойових одиниць. Втрати противника визначаються за допомогою 
систем диференціальних рівнянь Ланчестера. Враховуючи складність цільової функції для пошуку її максимуму використо-
вується мова програмування Python. 

Результати. Побудована математична модель і реалізована у вигдяді алгоритму компьютерна модель поставленої зада-
чі, яка базується на поєднанні метода динамічного програмування з розв’язанням систем диференціальним рівнянь динамі-
ки бою Ланчестера з певними початковими умовами на кожному з трьох етапів бою. За допомогою чисельного експеримен-
ту проаналізовано допустимість параметрів задачі (кількостей бойових одиниць сторони А, які відповідно розподіляються, 
перекидаються з ділянки на ділянку або із числа резерву на кожному етапі бою). В роботі запропоновано алгоритм у вигляді 
блок-схеми, який дозволяє для будь-яких початкових даних давати відповідь щодо оптимального розподілу ресурсів сторо-
ни А, в тому числі із числа резерву, на трьох етапах бою і підраховувати відповідні найбільші втрати противника в заданий 
момент часу або давати відповідь, що немає допустимих значень параметрів задачі, тобто задача при певних початкових  
даних не має розв’язання. 

Висновки. Наукова новизна полягає в тому, що розроблено математичну і комп’ютерну моделі динаміки бою на двох 
ділянках зіткнення, в якій враховується перерозподіл бойових ресурсів і резерву з метою нанесення противнику максималь-
них втрат. Чисельне моделювання за допомогою розробленого алгоритму дало можливість проаналізовати допустимість 
параметрів перерозподілу і резерву. На основі розглянутих прикладів зроблено висновок, що якщо задача не має 
розв’язання при певних даних, то це означає, що потрібно зменшити час перерозподілу бойових одиниць на одному або 
декількох етапах бою, тобто скоротити тривалість бою на певному етапі, тим самим можна прогнозувати час перерозподілу 
бойових ресурсів і резерву. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: функція цілі як функція втрат, диференціальні рівняння динаміки «поганоорганізованого» бою, 
ділянки зіткнення, перерозподіл бойових одиниць, розподіл резервних бойових одиниць, ефективна скорострільність, 
максимізація втрат, допустимість параметрів перерозподілу і резервів.   

   

АБРЕВІАТУРИ 
БО –  бойові одиниці; 
ДЗ – ділянка зіткнення: 
ДР – диференціальні рівняння; 
А – сторона А; 
B – сторона В. 

 

НОМЕНКЛАТУРА 

0t  час початку бою; 

it  час закінчення i -го етапу бою ( 1, 2,3i  ); 

K  кількість бойових одиниць А на початку бою; 

L  кількість бойових одиниць В на початку бою; 
M  резерв А; 

1K  кількість БО А, що розподіляється в момент 

часу 0t  на ДЗ 1 ;  

1L  кількість БО B, що розподіляється в момент 

часу 0t  на ДЗ 1 ;  

1  середня ефективна скорострільність БО А на 

першому етапі бою на  ДЗ 1  і ДЗ 2 ; 
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2  середня ефективна скорострільність БО B на 

першому етапі бою на ДЗ 1 ; 

3  середня ефективна скорострільність БО B на 

першому етапі бою на ДЗ 2 ; 

2K  кількість неушкоджених БО А, що перекида-

ється з ДЗ 1  на ДЗ 2  в момент часу 1t ; 

3K  кількість БО  А із числа резерву, що розподі-

ляється на ДЗ 1 в момент часу 2t ; 

11  середня ефективна скорострільність БО А на 

другому етапі бою на ДЗ 1 ; 

12  середня ефективна скорострільність БО А на 

другому етапі бою на ДЗ 2 ; 

13  середня ефективна скорострільність БО А на 

третьому етапі бою на ДЗ 1 ; 

14  середня ефективна скорострільність БО А на 

третьому етапі бою на ДЗ 2 ; 

1 1( , )x t K  – середня чисельність неушкоджених БО 

А в момент часу t  на ДЗ 1  на першому етапі бою; 

2 1( , )x t K  – середня чисельність неушкоджених БО  

В в момент часу t  на ДЗ 1  на першому етапі бою; 

1 1( , )y t K  – середня чисельність неушкоджених БО 

А  в момент часу t  на ДЗ 2  на першому етапі бою; 

2 1( , )y t K  – середня чисельність неушкоджених БО 

В в момент часу t  на ДЗ 2  на першому етапі бою; 

1 1 2ˆ ( , , )x t K K  – середня чисельність неушкоджених 

БО А в момент часу t  на ДЗ 1  на другому етапі 

бою; 

2 1 2ˆ ( , , )x t K K – середня чисельність неушкоджених 

БО В в момент часу t  на ДЗ 1  на другому етапі 

бою; 

1 1 2ˆ ( , , )y t K K  – середня чисельність неушкоджених 

БО А в момент часу t  на ДЗ 2  на другому етапі 

бою; 

2 1 2ˆ ( , , )y t K K  – середня чисельність неушкоджених 

БО В в момент часу t  на ДЗ 2  на другому етапі 

бою; 

1 1 2 3( , , , )x t K K K  – середня чисельність неушко-

джених БО А в момент часу t  на ДЗ 1  на третьому 

етапі бою; 

2 1 2 3( , , , )x t K K K  – середня чисельність неушко-

джених БО В в момент часу t  на ДЗ 1  на третьому 

етапі бою; 

 1 1 2 3( , , , )y t K K K  – середня чисельність неушко-

джених БО А в момент часу t  на ДЗ  2  на третьому 

етапі бою; 

2 1 2 3( , , , )y t K K K  – середня чисельність неушко-

джених БО  В в момент часу t  на ДЗ  2  на третьому 

етапі бою; 

3 1 2 3( , , )w K K K  втрати В за третій етап бою; 

3 1 2( , )W K K  найбільші втрати В за третій етап 

бою; 

2 1 2( , )w K K  сумарні втрати В за другий і третій 

етапи бою; 

2 1( )W K  найбільші втрати В за другий і третій 

етапи бою; 

1 1( )w K  втрати В за весь бій; 

W  найбільші втрати В за весь бій; 

1optK  оптимальне значення параметру 1K ; 

2optK  оптимальне значення параметру 2K ; 

3optK  оптимальне значення параметру 3K ; 

1b  проміжна змінна;  

1с  проміжна змінна; 

2b  проміжна змінна;  

2с  проміжна змінна; 

3b  проміжна змінна;  

3с  проміжна змінна. 
 

ВСТУП 
Одним з важливих факторів, які впливають на ре-

зультат бойових дій, є обґрунтованість прийняття 
управлінських рішень. Зокрема, рішень командирів 
про оптимальний розподіл бойових ресурсів між різ-
ними ділянками зіткнення з метою нанесення супро-
тивнику максимальних втрат. Математичне моделю-
вання динаміки бойових дій дає можливість загалом 
прогнозувати їх результат і тим самим може бути од-
ним з інструментів в руках командирів на різних рів-
нях. Розробка математичних моделей динаміки бойо-
вих дій на кількох ділянках зіткнення, в яких врахову-
ється їх мета і перерозподіл ресурсів для досягнення 
її, є актуальною на сьогоднішній день проблемою. 

Об’єкт дослідження:  динаміки бою двох сторін. 
Предмет дослідження: математичні і комп’ютерні 

моделі динаміки бойових дій на двох ділянках зітк-
нення з можливістю перерозподілу бойових ресурсів і 
введенні резерву. 

Мета роботи: розробити математичну і 
комп’ютерну моделі динаміки бою на двох ділянках 
зіткнення, яка передбачає перерозподіл бойових оди-
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ниць на певному етапі і введенні в бій резерву з ме-
тою максимізації втрат противника. 

 

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
Відомі імітаційні моделі ланчестерівського типу, в 

яких не враховується мета бойових дій  і перерозподіл 
ресурсів для її досягнення. В розроблених авторами 
оптимізаційних моделях [1, 2] не враховується мож-
ливість введення на ділянки зіткнення резервів. Своє-
часне введення резервів є важливим фактором, що 
часто визначає результат бою. Тому важливо розро-
бити математичну  і комп’ютерну модель, яка б вра-
ховувала цю можливість. Опишемо спочатку процес 
бойових дій, який підлягає моделюванню.  

1. Розглядається бій між двома угрупуваннями. 
Задано , ,K L M . Сторони воюють на двох ДЗ 1   і 

2 . Вони мають однорідні БО, не обов’язково одно-

рідні між собою. 
2. В момент часу 0 0t   розподіляється 1K  (відома 

1 ) і 1L  (відома 2 ). На другу ділянку розподіляєть-

ся, відповідно, 1K K  БО А (зберігається 1 ) і 1L L  

БО В (відома 3 ). Ефективною скорострільністю бо-

йової одиниці називають кількість її успішних (влуч-
них) пострілів за одиницю часу. 

3. В момент часу 1 0t t  розподіляється 2K . Після 

перерозподілу БО А з першої ДЗ на другу відбуваєть-
ся зміна середньої ефективної скорострільності БО А, 
середня ефективна скорострільність БО В залишаєть-
ся незмінною. 

4. В момент часу 2 1t t  А розподіляє свій резерв 

по ДЗ: на першу ДЗ – 3K  БО, а на другу ДЗ 3M K  

БО. Відбувається зміна середньої ефективної скоро-
стрільності БО А на обох ДЗ, середня ефективна ско-
рострільність БО В залишається незмінною. 

5. Бій триває до моменту часу 3 2.t t   

6. Для моделювання динаміки бою використову-
ються системи ДР Ланчестера. Вважається, що між 
моментами часу 0t  і 1t  (1-ий етап бою), 1t  і 2t  (2-ий 

етап бою), 2t  і 3t  (3-ій етап бою) бій відбувається за 

умов «поганоорганізованого бою». 
Потрібно знайти оптимальні значення параметрів 

1 2,K K  і 3K , тобто такі, щоб В на момент часу 3t  ма-

ла найбільші втрати, і знайти ці втрати.  
 

2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 
В основу математичної моделі покладено метод 

динамічного програмування в комбінації з 
розв’язанням задач Коші для систем ДР Ланчестера, 
за допомогою розв’язків яких підраховуються кілько-
сті неушкоджених БО обох сторін в будь-який допус-
тимий момент часу і виявленням допустимості пара-

метрів задачі. Для комп’ютерного моделювання  по-
будовано алгоритм та створено програму на мові про-
грамування Python [3].  

Метод динамічного програмування широко засто-
совувався перш за все в задачах розподілу ресурсів 
[4–6], але не бойових. Стосовно бойових ресурсів він 
вперше був запропонований авторами для розв’язання 
більш простої задачі [1, 2]. Моделі Ланчестера, які 
виникли на початку 20-го сторіччя [7], досліджуються 
і по цей час, наприклад, в роботах [8–17]. В цих робо-
тах проводяться свої дослідження, але не з точки зору 
максимізації втрат супротивника в залежності від 
розподілу бойових ресурсів, в тому числі і резерву, в 
певні моменти часу, що пропонують автори даної ро-
боти. Зауважимо, що в даній роботі між моментами 
перерозподілу ресурсів і резерву розглянуто одну з 
найпростіших моделей  бойових дій (модель Ланчес-
тера «поганоорганізованного бою» [18]). Бій назива-
ється «поганоорганізованим боєм» завдяки умові: 
інформація про враження цілі доходить до кожної 
сторони не миттєво, тобто обстрілюються і вже вра-
жені БО.  

 

3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 
Оскільки на трьох етапах бою відбувається пере-

розподіл бойових ресурсів, то для моделювання  за-
стосуємо метод динамічного програмування. На кож-
ному етапі (починаючи з останнього згідно методу 
динамічного програмування) потрібно виписати фун-
кцію цілі, що є сумою втрат В на двох ДЗ в моменти 
часу 1 2 3, ,t t t  відповідно і максимізувати функцію ціді 

по відповідному параметру. При цьому кількість не-
ушкоджених БО обох сторін як функції часу знахо-
дяться  за допомогою відповідних розв’язків систем 
ДР Ланчестера з заданими початковими умовами, що 
залежать від параметрів 1 2,K K  і 3K . 

Розглянемо детальніше постановку і розв’язання 
задачі. Спочатку розглянемо 1-ий етап бою.  

Згідно умов «поганооорганізованого бою» [18] си-
стема ДР Ланчестера відносно середньої чисельності 
неушкоджених БО угрупувань, враховуючи початкові 
умови, має вигляд: 
          на ДЗ 1 :   на ДЗ 2 : 

      

2
1 1 2

1

1
2 1 2

1

1 1

2 1

;

;

(0) ;

(0) ;

x x x
K

x x x
L

x K

x L

   
    





             

3
1 1 2

1

1
2 1 2

1

1 1

2 1

;

;

(0) ;

(0) .

y y y
K K

y y y
L L

y K K

y L L

    
    
 

 
 

 

 
Тут  параметр 1K  задовольняє нерівність  
 

65



p-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2025. № 1 
e-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2025. № 1 

 
 

© Фурсенко О. К., Черновол Н. М., 2025 
DOI 10.15588/1607-3274-2025-1-6  
 

12 1  K K , 
 

тобто на першу ділянку має бути розподілено при-
наймні дві БО А (щоб принаймні одну БО можна було 
перекинути на другу ДЗ і принаймні одна одиниця 
лишилась на першій ДЗ) і на другу ДЗ має бути роз-
поділена принаймні одна БО.  

Позначимо  
 

31 2 1
1 1

1 1 1 1
, .

 
 

  
L L L

b c
K K K

 

 

В останніх формулах 1 1 1 1 1 1( ), ( ) b b K c c K , але 

залежність від параметру 1K  нижче будемо опускати, 

щоб не ускладнювати формули.   
Розв’язавши вказані задачі Коші, отримаємо, що в 

момент часу 1t  залишилась неушкодженими наступна 

кількість БО А,B: 
 

на ДЗ 1 :  

   
 1

1 2 1 1 1

2
1

1 1
2
11 1 1

1 1
1 2 1

1
, 1

1( , )
1

, 1
1

  

 



 




  

b b t

b
K b

b ex t K

K b
t

,       (1) 

 

   
 1

1 2 1 1 1

2
1

1 1
2
12 1 1

1 1
1 2 1

1
, 1

( , )
1

, 1
1

  

 



 




  

b b t

b
L b

e bx t K

L b
t

,          (2) 

 

на ДЗ 2 : 

1 1 1 1( , ) ( )  y t K K K  
 

              
 1

1 3 1 1 1

2
1

1
2
1

1
1 3 1

1
, 1

1

1
, 1

1

  

 








  

c c t

c
c

c e

c
t

,              (3) 

 

2 1 1 1( , ) ( )  y t K L L   

      

          
 1

1 3 1 1 1

2
1

1
2
1

1
1 3 1

1
, 1

1
, 1

1

  

 








  

c c t

c
c

e c

c
t

                  (4) 

Але не всі натуральні 1 [2; 1] K K  будуть допус-

тимими, тобто  
 

1 11 12[ ; ] [2; 1]  K K K K , 
 

виходячи з умов  
 

1 1 1( , ) 2x t K  і 1 1 1( , ) 1y t K  , 
 

які потрібні як необхідна умова, щоб продовжувати 
бій далі для А на обох ділянках, і умов  
 

2 1 1( , ) 0,1x t K   і 2 1 1( , ) 0,1y t K   
 

(оскільки, якщо у противника – В у момент часу 1t  

БО менше вже 0,1 (наприклад), то потрібно вже далі 

не вести бій з В на цьому етапі). Зауважимо, що 
розв’язки розглянутих в роботі систем диференціаль-
них рівнянь є спадними функціями по змінній t  і при 
t    можуть прямувати до нуля. Тому вести бій до 
тих пір, поки значення цих функцій, що виражають 
кількість неушкоджених БО В, буде менше ніж, на-

приклад, 1010  не оптимально і недоцільно. Звідки 
розглядаються для супротивника умови атаки з боку 
А, а саме 
 

2 1 1( , ) 0,1x t K   і 2 1 1( , ) 0,1y t K  . 
 
Далі в  момент часу 1t  з першої ДЗ на другу  пере-

кидається 2 :K  2 1 1 10; ( , ) 1K x t K   неушкоджених 

БО А (щоб принаймні одна БО залишилась на першій 

ДЗ в момент часу 1t ). Середня ефективна скорострі-

льність БО А на ДЗ 1  зменшиться (це може відбу-

тися, наприклад, за рахунок відведення БО на непере-
дові позиції), а на ДЗ 2  зросте (за рахунок, напри-

клад, виведення БО на більш передові позиції). При 
чому, зміна середньої ефективної скорострільності БО 
буде прямо пропорційна кількості перекинутих оди-
ниць 2K  і обернено пропорційна кількості одиниць 

1 1 1( , )x t K  А, що залишились неушкодженими на ДЗ 

1 . А саме, нехай 
 

 2
11 1

1 1 1
1

( , )

 
    

 

K

x t K
;  2

12 1
1 1 1

1 .
( , )

 
    

 

K

x t K
   (5) 

 

В формулах (5) 11 11 1 2( , ),   K K  

12 12 1 2( , ),   K K  але залежність від параметрів 

1 2,K K  нижче будемо опускати, щоб не ускладнюва-

ти формули.   
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Далі розглянемо бій на другому етапі. Система ДР 
Ланчестера відносно середньої чисельності неушко-
джених БО угрупувань, враховуючи початкові умови, 
має вигляд: 
 

на ДЗ 1 : 

2
1 1 2

1 1 1 2

11
2 1 2

2 1 1

ˆ ˆ ˆ ;
( , )

ˆ ˆ ˆ ;
( , )

x x x
x t K K

x x x
x t K

    
    


 

1 1 1 1 1 2

2 1 2 1 1

ˆ ( ) ( , ) ;

ˆ ( ) ( , );

x t x t K K

x t x t K

 


 

на ДЗ 2 :  

3
1 1 2

1 1 1 2

12
2 1 2

2 1 1

1 1 1 1 1 2

2 1 2 1 1

ˆ ˆ ˆ ;
( , )

ˆ ˆ ˆ ;
( , )

ˆ ( ) ( , ) ;

ˆ ( ) ( , ).

y y y
y t K K

y y y
y t K

y t y t K K

y t y t K

    
    


 


 

 

Позначимо  

2 1 1 2
2

1 1 1 2 11

( , )
,

( , )




 
x t K

b
x t K K

32 1 1
2

1 1 1 2 12

( , )
.

( , )




 
y t K

c
y t K K

 

В останніх формулах 2 2 1 2( , ),b b K K  

2 2 1 2( , ).c c K K  

Розв’язавши вказані задачі Коші, отримаємо, що в 
момент часу 2t  залишилась неушкодженими наступ-

на кількість БО А і В: 
 

на ДЗ 1 :  

               1 2 1 2 1 1 1 2ˆ ( , , ) ( , )  x t K K x t K K    
 

         
  

 

1
11 2 2 2 2 1

2
2

2
2
2

2
11 2 2 1

1
, 1

1

1
, 1

1

   

 








   

b b t t

b
b

b e

b
t t

,           (6) 

 

2 2 1 2 2 1 1ˆ ( , , ) ( , ) x t K K x t K     

            
  

 

1
11 2 2 2 2 1

2
2

2
2
2

2
11 2 2 1

1
, 1

1
, 1

1

   

 








   

b b t t

b
b

e b

b
t t

,            (7) 

 
на ДЗ 2 :  

 1 2 1 2 1 1 1 2ˆ ( , , ) ( , )  y t K K y t K K  

          
  

 

1
12 3 2 2 2 1

2
2

2
2
2

2
12 3 2 1

1
, 1

1

1
, 1

1

   

 








   

c c t t

c
c

c e

c
t t

,          (8) 

 

2 2 1 2 2 1 1ˆ ( , , ) ( , ) y t K K y t K   

          
  

 

1
12 3 2 2 2 1

2
2

2
2
2

2
12 3 2 1

1
, 1

1
, 1

1

   

 








   

c c t t

c
c

e c

c
t t

.           (9) 

 

Не всі невід’ємні цілі  2 1 1 10; ( , ) 1K x t K   будуть 

допустимими, тобто 
 

   2 21 22 1 1 1; 0; ( , ) 1K K K x t K   , 
 

виходячи з умов: 
 

1 2 1 2ˆ ( , , ) 1x t K K  , 1 2 1 2ˆ ( , , ) 1y t K K  , 

2 2 1 2ˆ ( , , ) 0,1x t K K  , 2 2 1 2ˆ ( , , ) 0,1y t K K  . 
 

Пояснення щодо необхідності чотирьох останніх 
нерівностей такі самі, як і при поясненні аналогічних 
нерівностей при з’ясуванні допустимості параметру 

1K . 
Тепер розглянемо бій на 3-му етапі. Для досягнен-

ня успіху А в момент часу 2t  розподіляє свої резерви 

по ДЗ: на першу ДЗ – 3K  бойових одиниць, тоді на 

другу ДЗ – 3M K  БО. Вважаємо, що середня ефек-

тивна скорострільність БО А на обох ділянках зросте 
(зросте на величину, прямо пропорційну кількості 
розподілених на відповідну ДЗ одиниць із числа резе-
рву і обернено пропорційну кількості всього резерву з 
урахуванням тієї кількості БО А, що залишились не-
ушкодженими на відповідній ДЗ). Нехай,  

 

3
13 11

1 2 1 2
1

ˆ ( , , )

 
     

K

M x t K K
, 

        3
14 12

1 2 1 2
1

ˆ ( , , )

 
     

M K

M y t K K
.         (10) 

 
В формулах (10) 13 13 1 2 3( , , ),   K K K  

14 14 1 2 3( , , ).   K K K  
Система ДР Ланчестера відносно середнього числа 

неушкоджених БО угрупувань, враховуючи початкові 
умови, має вигляд: 
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на ДЗ 1 : 
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на ДЗ 2 :  
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Позначимо  

2 2 1 2 2
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x t K K

b
x t K K K

 

32 2 1 2
3

1 2 1 2 3 14
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y t K K
c

y t K K M K




  
. 

 

В останніх формулах 3 3 1 2 3( , , ),b b K K K  

3 3 1 2 3( , , ).c c K K K  
Розв’язавши вказані задачі Коші, отримаємо, що в 

момент часу 3t  залишилась неушкодженими наступна 

кількість одиниць А,В: 
 

на ДЗ 1 : 
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на ДЗ 2 :  
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2 3 1 2 3 2 2 1 2ˆ( , , , ) ( , , ) y t K K K y t K K  

        
  

 

1
14 3 3 3 3 2

2
3

3
2
3

3
14 3 3 2

1
, 1

1
, 1

1
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c
c
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.           (14) 

 

Параметр 3K :    3 31 32; 0;K K K M  , виходячи 

з умов  
 

1 3 1 2 3( , , , ) 1x t K K K  , 1 3 1 2 3( , , , ) 1y t K K K  , 

2 3 1 2 3( , , , ) 0,1x t K K K  , 2 3 1 2 3( , , , ) 0,1y t K K K  . 
 

Для розв’язання задачі потрібно знайти такі зна-

чення параметрів 1K , 2K  і 3K , щоб втрати В до мо-

менту часу 3t  були найбільшими. Почнемо з третього 

етапу бою. Маємо    
 

3 1 2 3 2 2 1 2 2 3 1 2 3ˆ( , , ) ( , , ) ( , , , )  w K K K x t K K x t K K K  

2 2 1 2 2 3 1 2 3ˆ ( , , ) ( , , , )  y t K K y t K K K  
 

Відповідно,  цільова функція 
 

  
   3 31 32

3 1 2 3 1 2 3
; 0;

( , ) ( , , ).max
K K K M

W K K w K K K
 

      (15) 

 

Втрати В на другому етапі бою становлять величину  

2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2 1 2ˆ ˆ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )  x t K x t K K y t K y t K K .  

Тоді враховуючи, що на третьому етапі бою вже 
знайдено максимальні втрати 3 1 2( , )W K K  В, то сума-

рні втрати за другий і третій етапи становлять вели-
чину  
 

2 1 2 2 1 1 2 2 1 2ˆ( , ) ( , ) ( , , )  w K K x t K x t K K  

2 1 1 2 2 1 2 3 1 2ˆ( , ) ( , , ) ( , )  y t K y t K K W K K . 
 

Відповідно, цільова функція має наступний вигляд  
 

    
   2 21 22 1 1 1

2 1 2 1 2
; 0; ( , ) 1

( ) ( , ).max
K K K x t K

W K w K K
  

    (16) 

 

Втрати В на першому етапі бою дорівнюють 

2 1 1 2 1 1( , ) ( , ) L x t K y t K . 
Додаючи максимальні втрати за другий і третій етап 
бою, отримаємо величину  
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1 1 2 1 1 2 1 1 2 1( ) ( , ) ( , ) ( ).   w K L x t K y t K W K  
 

Отже, кінцева цільова функція по підрахунку сумар-
них максимальних втрат сторони 2 за весь бій має 
вигляд: 
 

                 
   11 12

1 1 1
; 2; 11

( ).max
  


K K KK

W w K            (17) 

 
Зауважимо, що при 0t  всі розв’язки задач Коші 

для систем ДР, що розглядаються в роботі, є додат-
ними. Тому вирази в (1)–(4), (6)–(9), (11)–(14) є дода-
тними.  

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

Комп’ютерна модель поставленої задачі полягає в 
наступному алгоритмі, який наведемо у вигляді блок-
схеми на рис. 1–3. Даний алгоритм є новим з точки 
зору демонстрації реалізації методу динамічного про-
грамування в комбінації з підрахованими кількостями 
неушкоджених бойових одиниць кожної сторони в 
кінці трьох етапів бою за допомогою систем ДР Лан-
честера з певними початковими умовами. Крім того, 
вказаний алгоритм відображає перевірку допустимос-
ті параметрів задачі на кожному етапі бою. Більше 

того, запропонований алгоритм в разі відсутності до-
пустимих параметрів задачі дає відповідь: 1) або для 
певного допустимого першого параметру немає допу-
стимого або другого або третього параметрів; 2) або 
для певних допустимих перших двох параметрів зада-
чі немає третього допустимого параметру; 3) або, вза-
галі, немає жодної трійки допустимих параметрів, 
тобто задача розв’язання не має. 

На рис. 1 наведено частину блок-схеми, пов’язаної 
з першим параметром 1K . На початку вводяться дані 

задачі. Особливістю алгоритму є «індикатор» 

1 1optK   , який контролює: чи будуть знайдено далі 

трійки допустимих параметрів 1 2 3, ,K K K , якщо ні, то 

виводиться, що «задача розв’язання не має», в проти-
вному разі виводяться 1optK  та  1W .  Крім цього, в цій 

частині блок-схеми в циклі по 1K  знаходяться кілько-

сті неушкоджених бойових одиниць обох сторін в 

кінці першого етапу бою 1 1 1 2 1 1( , ), ( , )x t K x t K , 

1 1 1 2 1 1( , ), ( , )y t K y t K  і знаходяться допустимі значення 

параметру 1K . Якщо 1K  є допустимим, то переходи-

мо до наступної частини блок-схеми рис. 2.  

 

Рисунок 1 – Перша частина блок-схеми алгоритму реалізації методу динамічного програмування 
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На рис. 2 наведено частину блок-схеми, пов’язаної 
з дослідженням по другому параметру 2K  при фіксо-

ваному 1K . Особливістю цієї частини алгоритму є 

«індикатор» 2 1optK   , який контролює: чи буде 

знайдено при фіксованому допустимому 1K  допусти-

мий параметр 2K  і 3K , якщо ні, то виводиться, що 

при цьому 1K  «допустимих значень параметру 2K  

або 3K  не має», в противному разі виводяться 2optK  

та  2 1( )W K . Далі в частині алгоритму (рис. 2) підра-

ховуються втрати B за другий і третій етапи бою 

1 1( )w K  і найбільші втрати  B  за два етапи бою 1W .  

Крім цього, в цій частині блок-схеми в циклі по 2K  

знаходяться кількості неушкоджених бойових оди-
ниць обох сторін в кінці другого етапу бою 

1 2 1 2( , , ),x t K K  2 2 1 2( , , )x t K K , 1 2 1 2( , , ),y t K K  

2 2 1 2( , , )y t K K  і знаходяться допустимі значення па-

раметру 2K . Якщо 2K  є допустимим, то переходимо 

до наступної частини блок-схеми рис. 3.   
Нарешті, наведемо закінчення блок-схеми (рис. 3), 

тобто дослідження по третьому параметру 3K  при 

фіксованих значеннях параметрів 1K , 2K .  Особливі-

стю третьої частини алгоритму є «індикатор» 

3 1optK   , який контролює: чи буде знайдено при 

фіксованих допустимих 1K , 2K  допустимий пара-

метр 3K , якщо ні, то виводиться, що при цих 1K , 2K  

«допустимих значень параметру 3K  не має», в проти-

вному разі виводяться 3optK  та 3 1 2( , )W K K . Далі в 

частині алгоритму (рис. 3) підраховуються втрати B 
за другий і третій  етапи бою 2 1 2( , )w K K  і найбільші 

втрати  B  за два етапи бою 2 1( )W K . Крім цього, в цій 

частині блок-схеми в циклі по 3K  знаходяться кіль-

кості неушкоджених бойових одиниць обох сторін в

 

Рисунок 2 – Продовження  блок-схеми алгоритму реалізації методу динамічного програмування 
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кінці третього етапу бою 1 3 1 2 3( , , , ),x t K K K  

2 3 1 2 3( , , , )x t K K K , 1 3 1 2 3( , , , ),y t K K K  

2 3 1 2 3( , , , )y t K K K  і знаходяться допустимі значення 

параметру 3K ; виводиться допустима трійка параме-

трів 1 2 3, ,K K K  і кількості неушкоджених бойових 

одиниць обох сторін за три етапи бою; підраховують-
ся втрати 3 1 2 3( , , )w K K K  і найбільші втрати B  за тре-

тій етап бою 3 1 2( , )W K K .  

Рисунок 3 – Закінчення  блок-схеми алгоритму реалізації методу динамічного програмування 
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Наведемо результати чисельних експериментів  
для різних значень початкових даних у вигляді 
табл. 1. Найбільші втрати В в цій таблиці округлено 
до цілого числа.  

Обчислення зроблено для довільних даних, але їх 
можна зробити і використовуючи, при можливості 
публікації у відкритих засобах інформації, реальні 
характеристики  певних видів зброї. 

Таблиця 1 – Чисельні обчислення програми для різних значень початкових даних 
№ K  L  1L  M  1  2  3  1t  2t  3t  1optK  2optK  3optK  1W  

1. 20 25 15 10 2,5 2 2 0,1 0,2 0,3 9 0 10 13 
2. 25 20 8 10 2,5 2 2 0,1 0,2 0,3 22 13 0 16 
3. 15 30 10 5 2,5 2 2 0,3 0,4 0,6 8 2 2 10 
4. 40 20 12 8 2 1,8 1,6 0,1 0,2 0,3 22 0 8 18 
5. 40 30 15 10 1,8 2,5 2,2 0,2 0,4 0,5 35 19 0 23 
6. 60 50 20 15 3 2,8 3,5 0,1 0,3 0,4 54 30 0 43 
7. 50 60 30 10 2,5 4 3 0,2 0,3 0,5 41 21 6 34 
8. 50 30 15 5 2 4 2,5 0,1 0,2 0,3 44 21 2 21 
9. 50 30 15 5 2 5 3 0,2 0,4 0,5 44 26 0 27 
10. 40 40 20 10 2 3 4 0,2 0,3 0,4 32 20 2 23 
11. 40 20 12 8 2 1,8 1,6 0,1 0,3 0,5 35 10 5 20 

 

Прокоментуємо, наприклад, сьомий приклад з 
табл. 1. Отже, отримали: якщо на початку бою А має 
50 БО (середня ефективна скорострільність БО 2,5 
постріли за годину), В має 60 БО і розподіляє на пер-
шу ДЗ 30 одиниць (середня ефективна скоростріль-
ність БО 4 постріли за годину), а на другу ДЗ теж 30 
одиниць (середня ефективна скорострільність БО 3 
постріли за годину), то для досягнення успіху А по-
трібно в початковий момент часу на першу ділянку 
розподілити 41 БО, а на другу тоді  – 9 БО, потім в 
момент часу 0,2 години з першої ДЗ на другу переки-
нути 21 БО з тих БО, що залишились неушкоджени-
ми, а далі в момент часу 0,3 години розподілити 6 БО 
із числа резерву на першу ДЗ і 4 БО із числа резерву 
на другу ДЗ. В результаті в момент часу 0,5 години 
найбільші втрати В становлять 34 БО. 

Наведемо приклад, коли задача не має розв’язання. 

Нехай  15,K   30,L   1 10,L   5M  , 1 2,5  , 

2 2  , 3 3  , 1 0, 2t  , 2 0,4t  , 3 0,6t  . Тоді до-

пустимих значень параметрів 1K , 2K , 3K  не має і за-

дача не має розв’язання, тобто бій на одній з ділянок 
закінчиться для А раніше часу 0,6 години. Якщо час 
перерозподілу ресурсів або резерву або час закінчен-
ня третього етапу бою зменшити, то тоді задача може 
мати розв’язання. Тобто, при даних кількостях БО 
обох сторін 1, ,K L L , резерву M  і даних середніх ефе-

ктивних скорострільностях БО 1 2 3, ,    можна, змі-

нюючи дані моменти часу 1 2 3, ,t t t ,  прогнозувати ре-

зультат бою. 
 

5 РЕЗУЛЬТАТИ 
В даній роботі отримано наступне: 
1. Розроблена математична модель динаміки бою 

на двох ділянках зіткнення як задачі динамічного про-
грамування з функцією цілі як функцією втрат супро-
тивника. В результаті розв’язання відповідних задач 

Коші для систем ДР Ланчестера отримано кількості 
неушкоджених БО кожної сторони в кінці кожного з 
трьох етапів бою, а саме формули (1)–(4), (6)–(9), 
(11)–(14). 

2. Виписано цільові функції (15)–(17), що підрахо-
вують відповідно найбільші втрати В на третьому 
етапі бою, сумарні найбільші  втрати за третій і дру-
гий етапи бою і сумарні найбільші втрати за весь бій. 
З’ясовано допустимість параметрів задачі. 

3. Для компьютерного моделювання розроблено 
алгоритм у вигляді блок-схеми (рис. 1–3), що реалізує 
метод динамічного програмування. Цей алгоритм дає 
змогу 1) виявляти допустимі значення параметрів за-
дачі або давати відповідь, що задача розв’язання не-
має, тобто на одному або декількох етапах бою потрі-
бно зменшити час закінчення відповідного етапу; 
2) якщо існує хоча б одна допустима трійка парамет-
рів, давати результат оптимального розподілу ресур-
сів і резерву А по ділянкам зіткнення для досягнення 
її успіху та надавати найбільші втрати противника в 
заданий момент часу; 3) прогнозувати бій для даних 
кількостей БО обох сторін, резерву А і відповідних 
ефективних скорострільностей, змінюючи часи закін-
чення трьох етапів бою. 

4. На основі чисельних обчислень програми 
(табл. 1) зроблено висновок, що результати можуть 
бути непередбачуваними, тобто потрібно прорахову-
вати за допомогою програми. 

 

6 ОБГОВОРЕННЯ 
Зауважимо, що між моментами перерозподілу бо-

йових ресурсів і резерву можна розглянути будь-яку 
модель бою (це можливо дослідження наступних ро-
біт), але головним є застосування до такого роду за-
дач  алгоритму, що реалізує метод динамічного про-
грамування. Такі задачі потребують комп’ютерного 
моделювання, а саме внаслідок: 1) складності знахо-
дження максимуму  цільових функцій, причому мак-
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симум знаходиться по одному параметру при відпові-
дно фіксованих інших; 2) урахування допустимості 
параметрів задачі і знаходженням оптимальної кіль-
кості  бойових ресурсів, які має А розподіляти по ДЗ 
(в тому числі і резерв, що характерно для даної зада-
чі); 3) складності самого метода динамічного програ-
мування, враховуючи, що етапів бою може бути і бі-
льше трьох і параметрів перерозподілу разом з пара-
метрами резерву може бути більше трьох. 

 

ВИСНОВКИ 
Наукова новизна. Розроблено математичну і 

комп’ютерну моделі динаміки бою двох ворогуючих 
сторін на двох ділянках зіткнення, в якій одна  із сторін 
з метою нанесення противнику максимальних втрат 
може перерозподіляти бойові ресурси по ділянкам зі-
ткнення і розподіляти з цією метою наявний в неї ре-
зерв. Для проведення чисельного експерименту розро-
блено відповідний алгоритм реалізації методу динамі-
чного програмування. 

Практична цінність. При використанні реальних 
характеристик бойових ресурсів розроблена модель 
може використовуватися для прогнозування результа-
ту бойових дій на двох ділянках зіткнення. 

Перспективи подальших досліджень. В подаль-
шому слід доопрацювати модель на випадок більше 2-
х ділянок зіткнення, а також врахувати можливість 
збільшення моментів перерозподілу ресурсів і розпо-
ділу резерву. Крім того, доцільно також розглянути 
модель з ДР Ланчестера «високорганізованого», 
«мішаного» бою. 
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Дякуємо керівництво Харківського національно-

го університету Повітряних Сил імені Івана Кожедуба 
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ABSTRACT 
Context. Mathematical and computer models of the dynamics of combat operations are an important tool for predicting their 

outcome. The known Lanchester-type models were simulation models and did not take into account the ultimate goal and 
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redistribution of resources during combat operations. This paper proposes an optimisation model of the dynamics of combat 
operations between parties A and B in two areas of collision, based on the method of dynamic programming with maximisation of 
the objective function as a function of enemy losses. The article develops a mathematical and computer model of a typical situation 
in modern warfare of combat operations between parties A and B in two areas of collision with the aim of inflicting maximum losses 
of combat resources on the enemy. This goal is achieved by redistributing resources between the areas of collision and introducing 
appropriate reserves to these areas.  

Objective.  To build a mathematical and computer model of the dynamics of combat operations between parties A and B in two 
areas of collision, in which the goal of party A is to maximise the losses of party B by using three resources (the first is the number of 
combat units that party A can distribute across the areas of collision at the initial moment of time; the second is the number of combat 
units that party A must transfer from one area to another at some subsequent moment of time; the third is the number of combat units 
that party A must distribute using the reserve) and by modelling the  

Method.  The mathematical model is based on the method of dynamic programming with the objective function as a function of 
enemy losses, and the parameters are units of combat resources in different areas of the clash. Their number is changed by 
redistributing them between these areas and introducing reserve combat units. The enemy’s losses are determined using Lanchester’s 
systems of differential equations. Given the complexity of the objective function, the Python programming language is used to find 
its maximum. 

Results. A mathematical model of the problem has been constructed and implemented, based on a combination of the dynamic 
programming method with the solution of Lanchester’s systems of differential equations of battle dynamics with certain initial 
conditions at each of the three stages of the battle. With the help of a numerical experiment, the admissibility of the parameters of the 
optimisation problem (the number of combat units of side A, which are appropriately distributed, transferred from area to area or 
from the reserve at each stage of the battle) is analysed. The developed Python program allows, for any initial data, to give an answer 
to the optimal allocation of resources of party A, including from the reserve, at three stages of the battle and to calculate the 
corresponding largest enemy losses at a given time or to give an answer that there are no valid values of the problem parameters, i.e. 
the problem has no solution for certain initial data. 

Conclusions.  The scientific novelty lies in the development of mathematical and computer models of the dynamics of combat in 
two areas of collision, which takes into account the redistribution of combat resources and reserves in order to inflict maximum 
losses on the enemy. Numerical modelling made it possible to analyse the admissibility of redistribution and reserve parameters. 
Based on the examples considered, it is concluded that if the problem is unsolvable with certain data, it means that it is necessary to 
reduce the time of redeployment of combat units at one or more stages of the battle, i.e. to reduce the duration of the battle at a 
certain stage, thus allowing to predict the time of redeployment of combat resources. 

KEYWORDS: objective function as a function of  losses, differential equations of the dynamics of “poorly organised” combat , 
clash areas, redeployment of combat units, distribution of reserve combat units, effective rate of fire, maximisation of losses, 
admissibility of redeployment and reserve parameters.   
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