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АНОТАЦІЯ 

Актуальність. На сьогодні для прискорення пошуку, сортування та відбору елементів масивів широко використовують-
ся бінарні дерева пошуку. Але обчислювальна складність пошуку з використанням бінарного дерева пропорційна його ви-
соті, яка, в свою чергу, залежить від послідовності опрацювання елементів масиву. Для зменшення висоти дерева періодич-
но виконують його балансування, яке є тривалим процесом, тому розробка альтернативних способів контролю за висотою 
бінарного дерева є на сьогодні актуальним науковим завданням. 

Мета. Розробка принципів та відповідних алгоритмів формування та використання бінарного дерева з фіксованою висо-
тою для прискорення пошуку елемента в масиві та визначення довільної i-ї порядкової статистики, зокрема, медіани масиву. 

Метод. В дослідженні запропоновано встановлювати фіксовану висоту бінарного дерева пошуку на одиницю більшою 
від мінімально можливої висоти бінарного дерева для розміщення всіх елементів масиву, адже збільшення фіксованої висо-
ти призводить до зайвих витрат оперативної пам’яті, а зменшення – сповільнює модифікації дерева. Формування таких де-
рев подібне до балансування дерев, але, на відміну від нього, рекурсивне переміщення вузлів у них виконується лише тоді, 
коли відповідне піддерево заповнене повністю. Для бінарного дерева пошуку з фіксованою висотою оперативна пам’ять 
виділяється один раз при його створенні – відразу під всі можливі вузли бінарного дерева заданої висоти. Це дає змогу уни-
кнути операцій виділення та звільнення пам’яті під кожен вузол дерева та зберігати значення вузлів в одновимірному масиві 
без використання вказівок. 

Результати. Наші експерименти показали, що для прискорення пошуку елементів та визначення i-тих порядкових ста-
тистик часто змінюваних невпорядкованих масивів доцільно додатково формувати бінарне дерево пошуку з фіксованою 
висотою. Для ініціалізації цього дерева доцільно використати відсортовану копію ключів елементів масиву, а не вставляти 
їх почергово. Використання бінарного дерева з фіксованою висотою прискорює, наприклад, пошук медіан таких масивів 
більш ніж в 7 разів відносно методу двох бінарних пірамід та додатково прискорює перерозподіл стиснутих даних між мо-
дифікованими DEFLATE-блоками в процесі прогресуючого ієрархічного стиснення без втрат зображень набору ACT в се-
редньому на 2,92%. 

Висновки. Для визначення медіан чи i-тих порядкових статистик окремих непов’язаних масивів та підмасивів замість 
відомих методів сортування доцільно використовувати розбиття Hoare з обміном на великих відстанях, оскільки воно пере-
ставляє лише окремі елементи, а не впорядковує весь масив повністю. З метою визначення медіан послідовності вкладених 
підмасивів, впорядкованих за зростанням їх довжини, варто застосовувати метод двох бінарних пірамід, адже вони орієнто-
вані на швидке доповнення новими елементами. Для знаходження медіан чи i-тих порядкових статистик після змін чи вилу-
чень елементів невпорядкованого масиву доцільно використати бінарне дерево пошуку ключів елементів масиву з фіксова-
ною висотою, оскільки таке фіксування запобігає неконтрольованому зростанню кількостей операцій порівняння та дає 
змогу обробляти дерево без використання вказівок. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: сортування масивів, медіани масиву, метод двох бінарних пірамід, бінарне дерево пошуку з фік-
сованою висотою. 

 
АБРЕВІАТУРИ 

ACT – Archive Comparison Test, тестовий набір зо-
бражень; 

BST – Binary Search Tree, бінарне дерево пошуку; 
RAM – Random Access Memory, оперативна 

пам’ять; 
БД – База Даних. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

countHBlock – початкова кількість результуючих 
блоків кожного модифікованого DEFLATE-блоку; 

countLevelTree – кількість рівнів BST з фіксованою 
висотою; 

countLefti – кількість заповнених вузлів зліва для i-
го вузла BST; 

countRighti – кількість заповнених вузлів справа 
для i-го вузла BST; 

countSubi – кількість створених підпорядкованих 
вузлів зліва і справа для i-го вузла BST; 

indexArray – індекс елемента в масиві для вузла 
BST; 

indexDel – індекс елемента для вилучення з відсор-
тованого масиву ключів; 

indexInsert – індекс елемента для вставки у відсор-
тований масив ключів; 

 Nlog  –логарифм числа N за основою 2; 

N – кількість елементів вхідного масиву; 
treei – i-й вузол BST з фіксованою висотою; 
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indexLefti – індекс підпорядкованого вузла зліва 
для i-го вузла BST; 

valueArray – значення елемента з масиву для вузла 
BST; 

valueNode – структура вузла BST; 
X  –вхідний масив для сортування; 

ix  – i-й елемент масиву X для сортування; 

iY  – i-й елемент послідовності неперервних підма-

сивів, впорядкованих за зростанням довжини, який 
містить елементи з 0x  по елемент ix ; 

iZ  – i-й елемент послідовності неперервних під-

масивів, впорядкованих за спаданням довжини, який 
містить елементи з 0x  по елемент ix . 

 
ВСТУП 

Як відомо, на сьогодні для прискорення пошуку, 
сортування та відбору елементів масивів широко ви-
користовуються бінарні дерева пошуку (BST) [1]. На-
гадаємо, що таке дерево – це пов’язаний ациклічний 
орієнтований граф, який складається з кореневого 
вузла та лівого і правого піддерев, що не перетина-
ються між собою [2]. В кожному вузлі дерева міс-
титься ключ, який складається зі значення одного з 
елементів масиву та індекса цього елемента в масиві. 
Зліва від кожного вузла BST містяться вузли з мен-
шими, а справа – з більшими значеннями ключів. Таке 
дерево дає змогу реалізувати аналог бінарного пошу-
ку замість лінійного, адже після порівняння ключа 
пошуку з ключем чергового вузла цей процес рекур-
сивно продовжується в одному з двох напрямків (злі-
ва чи справа), а вузли в іншому напрямку відкидають-
ся [2]. Принципи обробки елементів масиву за допо-
могою BST широко використовуються в індексах таб-
лиць БД [3; 4]. 

Обчислювальна складність пошуку з використан-
ням BST пропорційна його висоті [1], яка, в свою чер-
гу, залежить від послідовності опрацювання елемен-
тів масиву при формуванні і вставці вузлів. Тому для 
зменшення висоти дерева періодично виконують його 
балансування [2], яке є тривалим процесом. Отже, 
розробка алгоритмів для автоматичного підтримуван-
ня висоти дерева, близької до мінімальної, є на сього-
дні актуальним науковим завданням. 

Бінарне дерево пошуку також дає змогу швидко 
віднайти найменше чи найбільше значення в масиві, 
на які вказують, відповідно, найлівіший чи найправі-
ший вузол дерева відносно його кореня. Поряд з цим, 
бінарне дерево пошуку несуттєво прискорює пошук 
довільної i-ї порядкової статистики, зокрема медіани 
масиву [5], адже це дерево впорядковує елементи, але 
не вказує місце кожного елемента у відсортованому 
масиві. Значення зазначеного недоліку BST не варто 
недооцінювати, адже на сьогодні в статистиці та соці-
ології для аналізу ряду величин замість середнього 
арифметичного, мінімального чи максимального зна-
чення серед всіх його елементів все ширше викорис-
товують саме його медіану (величину, що розташова-

на всередині ряду величин, розміщених у зростаючо-
му або спадному порядку). Медіана ділить ряд зна-
чень ознаки на дві рівні частини [6; 7], тому для маси-
вів з непарною кількістю елементів – це значення 
центрального елемента, а з парною – середнє арифме-
тичне двох центральних елементів, якщо елементи 
масиву відсортувати. Елементи масиву можуть змі-
нюватися з часом і щоразу формувати відсортовану 
копію масиву чи проходитися по частині його елеме-
нтів для знаходження медіани або i-ї порядкової ста-
тистики недоцільно. Саме тому прискорення визна-
чень i-ї порядкової статистики загалом і медіани ма-
сиву зокрема, в тому числі за допомогою BST, теж є 
на сьогодні актуальним науковим завданням. 

Отже, об’єктом цього дослідження є механізми 
формування та використання бінарного дерева пошу-
ку для прискорення обробки одновимірних масивів. 
Предметом дослідження є засоби реалізації та вико-
ристання бінарного дерева пошуку з фіксованою ви-
сотою. Мета дослідження – розробка принципів та 
відповідних алгоритмів формування та використання 
бінарного дерева з фіксованою висотою для приско-
рення пошуку елемента в масиві та визначення i-ї по-
рядкової статистики, зокрема, медіани масиву. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Нехай потрібно віднайти медіану вхідного масиву 

110 ,...,,  NxxxX  з N елементів. Очевидно, що в 

процесі визначення медіани доведеться використову-
вати додаткову пам’ять для сортування елементів ко-
пії масиву чи зберігання динамічних структур (піра-
мід, бінарного дерева) щоб не спотворити початковий 
масив. Зрозуміло також, що для визначення медіани 
масиву можливо використати стандартний метод сор-
тування оболонки мови програмування (наприклад, 
для C# [8] – це метод Array.Sort()) чи один з швидких 
методів сортування [9] та обрати елементи, які після 
цього опиняться посередині. Але таке визначення бу-
де тривалим, оскільки під час сортування будуть впо-
рядковуватися всі елементи вхідного масиву, а нам 
потрібно лише дізнатися, які значення опиняться піс-
ля сортування посередині. Ми проаналізуємо ефекти-
вність різних методів визначення медіани масиву не 
лише однократно, а й після послідовної зміни кожно-
го елемента. 

Дослідимо також ефективність різних методів для 
визначення медіан впорядкованої за зростанням дов-
жини послідовності неперервних підмасивів 

iii xxxxY ,,...,, 110  , 1,0  Ni , де наступний під-

масив отримується з попереднього підмасиву за до-
помогою доповнення його новим елементом. Очевид-
но, що визначення медіани чергового підмасиву при-
скориться, якщо використати впорядковані дані попе-
реднього підмасиву, доповнивши їх новим елементом, 
і тут ефективними можуть виявитися інші методи, ніж 
для визначення медіани масиву X. 

Крім цього, проаналізуємо ефективність різних 
методів прискорення обробки елементів масивів для 

200



p-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2025. № 1 
e-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2025. № 1 

 
 

© Шпортько О. В., Бомба А. Я., 2025 
DOI 10.15588/1607-3274-2025-1-18  
 

подібної до iY  послідовності вкладених підмасивів 

iii xxxxZ ,,...,, 110  , 0,1 Ni , впорядкованої за 

спаданням їх довжини. Тут наступний підмасив отри-
мується з попереднього за допомогою вилучення його 
останнього елемента. Такі послідовності використо-
вуються нами в процесі прогресуючого ієрархічного 
стиснення зображень без втрат [10], під час якого піс-
ля кожного вилучення максимального елемента маси-
ву ще й змінюються значення двох інших його елеме-
нтів, що призводить до модифікації пов’язаних дина-
мічних структур. 

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

На практиці для визначення медіани масиву най-
частіше застосовують розбиття C. A. R. Hoare [11]. 
Цей метод діє за принципом «Розділяй і володарюй»: 
серед елементів копії масиву обирається опорний 
елемент і всі елементи, не більші за нього, переміщу-
ються в масиві лівіше від цього елемента, а не менші 
– правіше. Якщо після перестановок опорний елемент 
опинився посередині масиву (для масивів з непарною 
довжиною) чи в одній з центральних позицій (для 
масивів з парною довжиною), то обчислюють медіану 
масиву з участю цього опорного елемента. Інакше, 
якщо опорний елемент виявився правіше від центру, 
то аналогічно продовжують розбиття лівіше від нього. 
В протилежному випадку виконують розбиття елеме-
нтів, розміщених справа від опорного елемента [1]. 
Елементи, розміщені з іншого боку від опорного еле-
мента, на відміну від швидких алгоритмів сортування 
[11], надалі не аналізуються, тому середня обчислю-
вальна складність такого алгоритму пошуку медіан 
менше   NNO log . На сьогодні також розроблені 

інші методи пошуку медіани масиву, які мають теоре-
тичну обчислювальну складність порядку  NO  [1], 

але на практиці їх реалізації виявляються набагато 
складнішими від розбиття Hoare. Всі ці методи орієн-
товані на однократний пошук медіани і результати їх 
роботи несуттєво впливають на прискорення наступ-
них пошуків медіан після зміни значень елементів 
масиву. 

З іншого боку, розбиття Hoare не завжди є на-
йшвидшим варіантом для пошуку медіан підмасивів. 
Наприклад, для впорядкованої за зростанням довжини 
послідовності неперервних підмасивів iY , які на по-

чатку містять однакові елементи, найефективнішим є 
метод двох бінарних пірамід [12]. Цей метод послідо-
вно формує дві піраміди однакового розміру, причому 
перша з них – незростаюча, містить менші елементи 
вхідного масиву, а друга – неспадна, містить більші 
елементи. Тому медіани вкладених підмасивів обчис-
люються тут лише за допомогою вершин цих пірамід 
і, можливо, чергового елемента, якщо він ще не має 
пари і не включений в піраміди. Метод двох бінарних 
пірамід орієнтований суто на пошук медіан підмаси-
вів з послідовним збільшенням кількості їх елементів 
і неефективний при частих змінах значень елементів 

масиву чи для визначення довільної i-ї порядкової 
статистики. 

Для визначення послідовності медіан чи i-тих по-
рядкових статистики вхідного масиву X після кожної 
зміни значень його елементів на практиці використо-
вують відсортований масив ключів елементів масиву, 
в який синхронно вносять зміни з використанням бі-
нарного пошуку [9] за таким алгоритмом [12]: 

1. Віднайти у відсортованому масиві ключів біна-
рним пошуком індекс ключа попереднього значення 
елемента вхідного масиву та записати його у змінну 
indexDel; 

2. Віднайти у відсортованому масиві ключів біна-
рним пошуком індекс ключа, більшого за ключ ново-
го значення елемента вхідного масиву та записати 
його у змінну indexInsert; 

3. Якщо indexInsert > indexDel, то перемістити 
ключі з позиції indexDel+1 по позицію indexInsert-1 на 
один елемент вліво та вставити ключ нового значення 
елемента у відсортований масив ключів в позицію 
indexInsert-1; 

4. Інакше перемістити ключі з позиції indexDel-1 
по позицію indexInsert на один елемент вправо та 
вставити ключ нового значення елемента у відсорто-
ваний масив ключів в позицію indexInsert. 

Приклад синхронних змін масиву ключів для вхід-
ного масиву X наведено на рис. 1. Для спрощення в 
масиві ключів тут наведені лише відсортовані значен-
ня елементів без їх індексів у вхідному масиві, оскіль-
ки вони унікальні. У випадку заміни елемента 18 на 
60 у відсортованому масиві ключів спочатку шукаєть-
ся індекс попереднього значення ключа (змінна 
indexDel), потім – індекс більшого ключа від ключа 
нового значення (змінна indexInsert), далі ключі з по-
зиції indexDel+1 по позицію indexInsert-1 переміщу-
ються на один елемент вліво, після чого в позицію 
indexInsert-1 вставляється нове значення ключа (60). 

 

 
Рисунок 1 – Зміни у відсортованому масиві ключів 

для масиву X=<44, 55, 12, 42, 94, 18, 6, 67> 
після заміни елемента 18 на 60 

 
Відсортований масив ключів дає змогу відразу визна-
чити будь-яку i-ту порядкову статистику, хоча й ви-
магає повсякчасного переміщення ключів між позиці-
ями видалення та вставки. Як зазначалося в [12] і буде 
підтверджено в цій статті, переміщення елементів 
лише між цими позиціями, а не двічі від кожної з цих 
позицій до кінця масиву, суттєво прискорює визна-
чення порядкових статистик. 

У цій статті ми деталізуємо новий метод визна-
чення i-х порядкових статистик масивів та підмасивів 
за допомогою BST з фіксованою висотою та досліди-

indexDel indexInsert 

X 44 55 12 42 94 18 60 6 67 
         
keyX 6 12 18 42 44 55 67 94 
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мо його ефективність для визначення медіан. Вперше 
цей метод був представлений на конференції [13]. В 
цій праці ми використаємо даний метод також для 
прискорення  обробки елементів одновимірних вкла-
дених впорядкованих за спаданням довжини масивів 

iZ  в процесі прогресуючого ієрархічного стиснення 

зображень без втрат [10]: в процесі перерозподілу 
стиснутих даних між модифікованими DEFLATE-
блоками [14] виконується ітеративний вибір та поєд-
нання двох суміжних результуючих блоків, які мак-
симально зменшують довжину стиснутих даних. Піс-
ля поєднання результуючих блоків до кожного з них 
окремо застосовується контекстно-незалежне коду-
вання [15]. Чим більше результуючих блоків згенеро-
вано на початку – тим триваліше буде ітеративне по-
єднання. Під час кожної такої ітерації необхідно: 
1. Віднайти два суміжні результуючі блоки, які мак-

симально зменшують довжину стиснутих даних 
(максимально економлять біти для зберігання сти-
снутих даних); 

2. Поєднати ці блоки в єдиний результуючий блок; 
3. Перерахувати економії бітів від поєднання отри-

маного блоку з попереднім та наступним блоками. 

Розглянемо, наприклад, характеристики фрагменту 
результуючих блоків для умовного вхідного блоку на 
початку і в кінці чергової ітерації (рис. 2, 3). Змен-
шення від поєднання суміжних блоків на цих рисун-
ках схематично виведено між суміжними блоками, до 
яких воно стосується. На початку чергової ітерації 
максимальне зменшення розміру стиснутих даних 
(максимальна економія) від поєднання суміжних ре-
зультуючих блоків (94 біти, виведені на рис. 2 на тем-
но-сірому фоні) може бути досягнуто від поєднання 
третього та четвертого блоків цього фрагменту (виве-
дені на світло-сірому фоні). Після поєднання цих ре-
зультуючих блоків (рис. 3) їх загальна кількість зме-
ншилася на один, розмір блоку поєднання зменшився 
на 94 біти відносно суми розмірів суміжних поєдна-
них блоків (10766=6020+4840–94, виведений на світ-
ло-сірому фоні), але ще й змінилися значення еконо-
мій від поєднань блоку поєднання з суміжними бло-
ками (42 на 62 та 18 на 8). Причому, як бачимо, зна-
чення економій бітів може як збільшитися, якщо су-
міжні результуючі блоки мають близькі нерівномір-
ності розподілів, так і зменшитися, якщо ці нерівно-
мірності розподілів суттєво різняться. 

 
Розміри результуючих блоків до поєднання 5007 6580 6020 4840 3000 7000 
Економії від поєднання суміжних блоків … 12 42 94 18 6 … 

Рисунок 2 – Фрагмент розмірів результуючих блоків та прогнозованих зменшень (економій) від поєднання суміжних блоків 
умовного вхідного блоку на початку чергової ітерації, бітів 

 
Розміри результуючих блоків після поєднання 5007 6580 10766 3000 7000 
Економії від поєднання суміжних блоків … 12 62 8 6 … 

Рисунок 3 – Фрагмент розмірів результуючих блоків та прогнозованих зменшень (економій) від поєднання суміжних блоків 
умовного вхідного блоку в кінці чергової ітерації, бітів 

 
Після кожної ітерації кількість результуючих блоків 
зменшується на 1 за умови, що існує ще хоча б одна 
невід’ємна економія бітів від поєднання суміжних 
блоків. Нехай початкова кількість результуючих бло-
ків iZ  рівна countHBlock. Тоді максимальна кількість 

таких ітерацій становить countHBlock – 1. Якщо під 
час кожної ітерації виконується лінійний пошук мак-
симальної економії від поєднання суміжних блоків, то 
загальна кількість порівнянь для таких пошуків у най-
гіршому випадку становитиме (countHBlock – 2)  
(countHBlock – 1) / 2, тобто маємо квадратичну обчис-
лювальну складність. Чим менші результуючі блоки 
генеруються під час початкового розбиття вхідного 
блоку – тим більша їх однорідність, але й тим більше 
їх буде, і тому довше триватиме їх ітеративне поєд-
нання. Отже, в цій статті розглянемо також варіанти 
прискорення пошуку максимального зменшення роз-
міру коду від поєднання суміжних результуючих бло-
ків та модифікації цих зменшень внаслідок такого 
поєднання за допомогою як відсортованого масиву 
ключів і бінарних пошуків в ньому, так і BST з фіксо-
ваною висотою. 
 

3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 
Розглянемо особливості реалізації операцій встав-

ки та видалення для BST з фіксованою висотою, 
пов’язаного з одновимірним масивом, адже пошук та 
сортування з використанням цього дерева виконують-
ся так само, як і для класичного BST [1]. В кожному 
вузлі бінарного дерева для його зв’язку з масивом 
збережемо не лише значення одного з елементів ма-
сиву valueArray, а й поле indexArray, яке вказує на 
індекс цього елемента в масиві. Ці два поля формують 
структуру складеного ключа вузла дерева: 
 
struct valueNode 
 {int valueArray; 
  int indexArray; }; 
 

Відсутність значення в корені дерева позначимо 
індексом –1. Порівняння ключів двох вузлів виконає-
мо за відповідними значеннями елементів масиву, а 
коли вони однакові – за індексами цих елементів в 
масиві. Мовою C# [8] така функція порівняння ключів 
може бути записана так: 
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int cmpNode(valueNode a, valueNode b) 
 {if (a.valueArray < b.valueArray || 
      (a.valueArray == b.valueArray && 
       a.indexArray<b.indexArray)) return -1; 
  if (a.valueArray > b.valueArray || 
      (a.valueArray == b.valueArray && 
       a.indexArray>b.indexArray)) return 1; 
  return 0; } 
 

Оскільки в ключ вузла входить його індекс в масиві, 
то різні елементи масиву ніколи не будуть породжу-
вати однакові ключі, що дає змогу однозначно іден-
тифікувати їх по вузлах дерева. 

Вставляти вузли з елементів масиву чи підмасиву 
та їх індексів в бінарне дерево будемо, як правило, 
традиційно [2] – перший вузол записуємо в корінь 
дерева, а всі інші опрацьовуємо послідовно та рекур-
сивно: якщо ключ чергового вузла більший значення 
ключа з поточного вузла дерева, то вставку рекурсив-
но продовжуємо в праве піддерево, коли ж ключ чер-
гового вузла менший за ключ поточного вузла, то 
вставку рекурсивно продовжуємо в ліве піддерево. 
Рекурсивні виклики виконуємо до тих пір, поки пото-
чний вузол дерева не виявиться порожнім, куди й 
включаємо черговий вузол. Приклад бінарного дере-
ва, сформованого для вхідного масиву X=<44, 55, 12, 
42, 94, 18, 6, 67>, наведено на рис. 4. У вузлах дерева 
тут і надалі наводяться лише значення елементів ма-
сиву, оскільки кожне з них є унікальним і дає змогу 
однозначно визначити індекс цього елемента в масиві. 
Бачимо, що перший елемент масиву обов’язково по-
трапляє у вершину дерева, а положення інших елеме-
нтів залежить від значень попередніх елементів маси-
ву. З елементів цього масиву сформувалося чотирьох-
рівневе дерево, хоча, якби елементи масиву були впо-
рядковані за зростанням чи спаданням, то кількість 
рівнів сягнула б восьми. 

 

 
Рисунок 4 – Бінарне дерево, послідовно заповнене 
елементами масиву X=<44, 55, 12, 42, 94, 18, 6, 67> 

 
Оскільки обчислювальна складність основних 

операцій над BST пропорційна його висоті [1], яка, в 
свою чергу, залежить від послідовності опрацювання 
елементів масиву при формуванні і вставці вузлів, то 
для прискорення пошуку, вставки і видалення вузлів з 
бінарного дерева додатково обмежимо його висоту 
значенням countLevelTree (саме тому таке дерево на-
зивається бінарним деревом пошуку з фіксованою 
висотою). Більші значення висоти дерева прискорю-
ють вставку елементів в нього (оскільки з’являється 
більше вільних вузлів), хоча й збільшують обсяги 
оперативної пам’яті для його зберігання. 

Змінну countLevelTree визначатимемо перед вико-
ристанням BST з фіксованою висотою. Оскільки в 
бінарне дерево з висотою countLevelTree можна помі-

ститися максимум 12 TreecountLevel  вузли, то значен-
ня цієї змінної підберемо так, щоб загальна кількість 
вузлів дерева була неменшою кількості елементів ма-

сиву ( NTreecountLevel 12 ). Ми встановлювали змін-
ну countLevelTree на одиницю більшою від мінімаль-
но можливого значення: 
 

   .11log  NTreecountLevel  (1)
 

З метою уникнення зайвих операцій з виділення та 
звільнення пам’яті для окремих елементів відразу від-
ведемо пам’ять під всі можливі вузли  бінарного дере-
ва висоти countLevelTree, тобто під всі 

12 TreecountLevel  вузли, більшість з яких залишати-
муться вільними. Тоді зберігати значення вузлів біна-
рного дерева можна в масиві: зліва від елемента treei 
завжди буде міститися елемент tree2i+1, а справа – 
tree2i+2. Зрозуміло, що ключ вершини дерева буде міс-
титися в tree0. Змінну countLevelTree та кількість вуз-
лів дерева можна збільшувати в процесі експлуатації, 
якщо BST виявиться заповненим. Для прискорення 
обробки дерева створимо також масив indexLeft, в 
якому для індекса кожного вузла збережемо індекс 
підпорядкованого вузла зліва: 1*2  iindexLefti . 

Використовуючи цей масив, індекс підпорядкованого 
вузла справа буде більшим від індекса підпорядкова-
ного вузла зліва на одиницю. 

Бінарне дерево пошуку з фіксованою висотою по-
дібне до збалансованого дерева [2], але в ньому відра-
зу зарезервовано місце під всі можливі вузли, а опе-
рація балансування (обернення дерева) зводиться до 
переміщення значень вузлів без модифікацій вказівок 
на піддерева. 

Приклад чотирьохрівневого BST з фіксованою ви-
сотою, заповненого елементами вхідного масиву 
X=<44, 55, 12, 42, 94, 18, 6, 67>, наведено на рис. 5.  
 

 
Рисунок 5 – Чотирьохрівневе бінарне дерево з фіксованою 

висотою, послідовно заповнене елементами масиву 
X=<44, 55, 12, 42, 94, 18, 6, 67> 

 
Вставка нових значень в бінарне дерево з фіксова-

ною висотою сповільнюється, якщо в обраному на-
прямку (вліво чи вправо) відсутні вільні вузли. Таке 
буває, якщо ключ нового значення дерева з чергового 
елемента масиву менший ключа з поточного вузла 
дерева, а зліва вільні вузли відсутні, або коли ключ 
нового значення більший ключа з поточного вузла, а 
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справа немає незайнятих вузлів. Тоді у першому з цих 
випадків звільнимо поточний вузол, вставивши його 
значення вправо, та порівняємо ключ нового значення 
з найбільшим значенням ключа зліва (міститься зліва 
найправіше). Якщо ключ нового значення більший від 
найбільшого значення ключа зліва, то вставимо в по-
точний вузол черговий елемент, інакше ж перенесемо 
в поточний вузол елемент з максимальним значення 
ключа зліва та рекурсивно продовжимо вставку чер-
гового елемента відносно вузла зліва (це можливо, бо 
в цьому напрямку ми тільки що звільнили один ву-
зол). Для другого випадку аналогічні дії виконуються 
дзеркально. Припустимо, наприклад, що в масиві X 
наступним елементом (під індексом 8) є число 17 і 
його потрібно вставити в бінарне дерево з фіксованою 
висотою, наведене на рис. 5. Тоді, рухаючись від ве-
ршини бінарного дерева, цей ключ буде послідовно 
порівнюватися зі значеннями вузлів 44, 12 та 42. Чис-
ло 17 відносно 42 менше, тому мало б рекурсивно 
вставлятися відносно вузла зліва (там міститься 18), 
але зліва вільні вузли відсутні. Тому значення 42 ре-
курсивно вставляється відносно вузла справа, тим 
самим звільнюючи поточний вузол, в поточний вузол 
вставляється найбільше значення зліва (тобто, 18), а 
зліва рекурсивно вставляється черговий елемент 17 
(рис. 6).  
 

 
Рисунок 6 – Ліва частина чотирьохрівневого бінарного 

дерева, сформованого для масиву X=<44, 55, 12, 42, 94, 18, 
6, 67> після доповнення його наступним елементом 17 

 
Такі переміщення значень вузлів бінарного дерева 
забезпечують дотримання основного принципу йо-
го побудови: вузли справа від поточного вузла міс-
тять більші, а зліва – менші значення ключів. 

З метою ідентифікації випадків відсутності віль-
них вузлів збережемо для кожного вузла BST з фіксо-
ваною висотою в цілочисельних масивах countLeft та 
countRight відповідно кількості заповнених вузлів 
зліва і справа, а в масиві countSub – кількість створе-
них підпорядкованих вузлів.. Зрозуміло, що значення 
елементів цих масивів для листків дерева рівне нулю. 
Співставлення countLefti та countRighti з countSubi від-
разу дає змогу визначити можливість вставки значень 
вузлів без переміщень в обраному напрямку. 

Вилучення елементів з BST з фіксованою висотою 
виконується також традиційно – якщо ключ вузла для 
вилучення менше ключа чергового вузла, то вилучен-
ня виконується рекурсивно відносно підпорядковано-
го вузла зліва, якщо більше – то відносно вузла спра-
ва. Якщо ж вони рівні, то значення вузла замінюється 
найменшим значенням серед вузлів справа, а при його 
відсутності – найбільшим серед вузлів зліва. 

Побудовані таким чином процедури вилучення і 
вставки вузлів дають змогу не перевищувати задану 
висоту BST, а підрахунок кількостей зайнятих вузлів 
зліва і справа дозволяють швидко не лише вставляти і 
вилучати елементи, а й визначати будь-яку його i-ту 
порядкову статистику [5]. Функцію для такого визна-
чення (її перший аргумент – номер порядкової статис-
тики, а другий не вказується) мовою C# подамо так: 
 
valueNode valueTree(int index, int startIndex=0) 
 {if (index < countLeft[startIndex]) // значення зліва 
   return valueTree(index, indexLeft[startIndex]); 
  index-=countLeft[startIndex]; // пропускаємо зліва 
  if (index == 0) // якщо значення з поточного вузла 
   return tree[startIndex]; 
  // переходимо до вузла справа 
  return valueTree(index-1, indexLeft[startIndex]+1);} 
 

Таким чином, для визначення довільної порядко-
вої статистики, пошуку та вилучення елемента в BST 
з фіксованою висотою потрібно не більше 
2*countLevelTree (1) порівнянь, а кількість порівнянь 
при вставці залежить від розміщення вільних вузлів в 
дереві і може мати значно більшу обчислювальну 
складність. Крім цього, при вставці вузлів в дерево 
потрібно щоразу корегувати кількості зайнятих вузлів 
зліва чи справа. Отже, найтривалішим етапом при 
використанні такого дерева є його початкове запов-
нення. Тому у випадках, коли всі елементи початко-
вого одновимірного масиву відомі до внесення у ньо-
го змін, відсортований масив ключів з елементів та 
індексів цього масиву доцільно відразу рекурсивно 
записати в дерево пошуку з фіксованою висотою за 
принципом: в поточний вузол дерева заносимо ключ, 
що міститься посередині масиву чи підмасиву; ключі 
підмасиву зліва від цього елемента рекурсивно запи-
суємо в дерево відносно вузла зліва; ключі підмасиву 
справа від цього елемента рекурсивно записуємо в 
дерево відносно вузла справа. Такий підхід дає змогу 
відразу вказати кількості зайнятих вузлів дерева зліва 
і справа та не виконувати зайвих порівнянь, хоча й 
вимагає попереднього сортування ключів елементів 
початкового масиву. Для подальших корегувань поча-
ткового масиву потрібно буде лише дописувати та 
вилучати з дерева відповідні ключі. Зауважимо також, 
що вилучення попередніх та вставку нових ключів під 
час зміни елементів вхідного масиву можливо вико-
нувати разом, адже якщо ці два ключі одночасно бі-
льші від ключа поточного вузла, то цю операцію мо-
жливо рекурсивно продовжити відносно вузла справа, 
якщо менші – то відносно вузла зліва і при цьому кі-
лькості зайнятих вузлів зліва і справа відносно поточ-
ного вузла змінювати не потрібно. 
 

4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 
Перевірку ефективності різних методів однократ-

ного визначення медіан масивів ми виконували над 
масивами X з 10 млн. дійсних чисел. Ці експерименти 
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дають змогу оцінити швидкість побудови додаткових 
масивів чи динамічних структур (пірамід або дерев) 
для знаходження цього показника. 

Для визначення послідовності медіан ми також 
послідовно обробляли 10 тис. вкладених підмасивів 
Yi, впорядкованих за зростанням довжини. Такі тести 
дозволяють співставити швидкості доповнення дода-
ткових структур при реалізації різних методів визна-
чення медіан масивів. 

Швидкості модифікацій додаткових масивів чи 
динамічних структур з метою визначення медіан ма-
сивів після частих змін їх елементів ми оцінювали на 
масивах X з 5 тис. елементів, послідовно вносячи в 
них 5 тис. змін. Тобто після ініціалізації вхідного ма-
сиву ми послідовно змінювали значення кожного його 
елемента і після кожної зміни визначали медіану ма-
сиву. 

Для оцінки ефективності видалення та модифіка-
цій додаткових масивів та дерев, що використовують-
ся для прискорення обробки елементів одновимірних 
масивів, ми порівняли час поєднання результуючих 
блоків з використанням впорядкованих за спаданням 
довжини масивів економій бітів Zi в процесі прогре-
суючого ієрархічного стиснення зображень відомого 

тестового набору ACT. Завантажити ці зображення 
можна, наприклад, з http://www.compression.ca/act/act-
files.html. Даний набір містить як синтезовані (№№ 1, 
2, 7) так і фотореалістичні (решта) зображення. Вибір 
саме цього тестового набору зумовлений різноплано-
вістю його зображень та наявністю у відкритих дже-
релах результатів тестувань на ньому алгоритмів ін-
ших дослідників. 

Алгоритми розглянутих методів ми реалізували в 
оболонці Microsoft Visual Studio мовою програмуван-
ня C# [8]. Для реалізації швидкого сортування ми ви-
користали стандартний метод оболонки програмуван-
ня Array.Sort(). Тестування проводилося на 
комп’ютері з процесором Intel Pentium 4 з тактовою 
частотою 3 GHz та розміром RAM 4Gb. 

 
5 РЕЗУЛЬТАТИ 

Результати тестування алгоритмів різних методів 
визначень медіан для різних варіантів масивів наве-
дені в табл. 1–3. Тривалість визначення медіан з ви-
користанням принципів сортування для масивів, від-
сортованих за спаданням, як правило більша, ніж для 
масивів, відсортованих за зростанням, оскільки ці 
алгоритми орієнтовані на сортування за зростанням. 

 

Таблиця 1 – Тривалості визначень медіан масивів з 10 млн. дійсних чисел алгоритмами різних методів, мс 
Варіант масиву 

Метод визначення медіани Згенерований 
випадковим чином 

Відсортований за 
зростанням 

Відсортований за 
 спаданням 

З однакових 
елементів 

Швидке сортування 3906 1328 2153 2086
Розбиття Hoare 625 273 328 602
Бінарні включення по масиву ключів > 22.8 млн. 6992 > 24 млн. 6953
Дві бінарні піраміди 5718 9521 8833 5030
Бінарне дерево з фіксованою висотою > 59 млн. > 345 млн. > 345 млн. > 148 млн.
Бінарне дерево по відсортованому масиву 5146 3151 3827 2669

 

Таблиця 2 – Тривалості знаходжень медіан 10 тис. вкладених підмасивів дійсних чисел алгоритмами різних методів, мс 
Варіант масиву 

Метод визначення медіани 
Використання 

попередніх впоря-
дкованих даних 

Згенерований ви-
падковим чином 

Відсортований за
 зростанням 

Відсортований за 
 спаданням 

З однакових
елементів 

Ні 11414 4714 6605 6145
Швидке сортування 

Так 4868 3877 6233 5498
Ні 4118 2678 2477 2516

Розбиття Hoare 
Так 1070 1063 1102 828

Бінарні включення по масиву ключів Так 250 16 469 23
Дві бінарні піраміди Так 23 16 16 16
Бінарне дерево з фіксованою висотою Так 510 3420 3704 35

 

Таблиця 3 – Тривалості визначень медіан масивів дійсних чисел з 5 тис. елементів після послідовної модифікації кожного 
елемента алгоритмами різних методів, мс 

Варіант масиву 
Метод визначення медіани 

Використання попе-
редніх впорядкованих 

даних 
Згенерований ви-
падковим чином 

Відсортований за
зростанням 

Відсортований за 
спаданням 

З однакових
елементів 

Ні 6296 3882 4799 4540
Швидке сортування 

Так 3496 2792 2958 2606
Ні 2400 502 674 709

Розбиття Hoare 
Так 642 332 432 498

Бінарні включення по масиву 
ключів 

Так 340 235 329 126

Дві бінарні піраміди Так 268 469 470 14
Бінарне дерево з послідовними 
вилученнями та вставками 
елементів 

Так 38 2198 2341 16

Бінарне дерево з одночасними 
вилученнями і вставками елементів 

Так 36 2216 2331 13
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Таблиця 4 – Час перерозподілу стиснутих даних між модифікованими DEFLATE-блоками в процесі прогресуючого 
ієрархічного стиснення зображень набору ACT з використанням різних варіантів алгоритмів прискорення цього процесу, мс 

№ файла Варіант алгоритму прискорення перерозподілу стиснутих даних між модифікованими 
DEFLATE-блоками 1 2 3 4 5 6 7 8 

Середній
час 

Лінійний пошук максимальної економії бітів 330 120 330 470 340 640 30 480 343
Бінарні включення по масиву ключів змінених економій бітів з переміщенням елементів від 
позицій вилучення та вставки до кінця масиву 

260 80 200 220 160 330 30 270 194

Бінарні включення по масиву ключів змінених економій бітів з переміщенням елементів між 
позиціями вилучення та вставки 

240 80 170 220 140 300 20 230 175

Бінарне дерево пошуку з фіксованою висотою та початковою ініціалізацією вставками 250 80 190 250 130 330 30 220 185
Бінарне дерево пошуку з фіксованою висотою та початковою ініціалізацією з відсортованого 
масиву 

220 80 160 200 140 280 20 220 165

Бінарне дерево пошуку з фіксованою висотою та поєднанням вилучень і вставок економій 
бітів 

230 80 170 230 160 270 20 230 174

 

Час перерозподілу стиснутих даних між модифі-
кованими DEFLATE-блоками в процесі прогресуючо-
го ієрархічного стиснення зображень тестового набо-
ру ACT з використанням різних методів прискорення 
обробки одновимірних масивів наведено в табл. 4. 

 

6 ОБГОВОРЕННЯ 
Проаналізуємо спочатку тривалості визначень од-

нократних медіан алгоритмами різних методів 
(табл. 1). Бачимо, що, як і передбачалося, для однокра-
тних визначень медіан окремих великих масивів доці-
льно використовувати розбиття Hoare. Воно швидше за 
алгоритми сортування, оскільки не впорядковує елеме-
нти масиву повністю, та швидше за алгоритми методів 
двох бінарних пірамід [12] і описаного в цій статті і в 
[13] бінарного дерева пошуку з фіксованою висотою, 
бо не формує ієрархічні структури, а лише переміщує 
окремі елементи. Формування описаного тут BST по 
невпорядкованому масиву з 10 млн. дійсних чисел вза-
галі триває понад 16 год., оскільки вимагає повсякчас-
них переміщень елементів для забезпечення його фік-
сованої висоти. Тому початкове бінарне дерево слід 
формувати по відсортованому масиву, а це не раціона-
льно для однократного визначення медіани, адже після 
сортування масиву цю характеристику можна визначи-
ти відразу. Цікаво, що визначення медіани після бінар-
них включень ключів для масиву, відсортованого за 
зростання, триває в 3432 рази швидше, ніж для масиву, 
відсортованого за спаданням, адже для першого з цих 
масивів бінарне включення кожного ключа не призво-
дить до переміщення всіх попередніх елементів маси-
ву, а для другого – переміщує всі попередні елементи 
на один вправо. 

Співставимо тепер тривалості визначень медіан 10 
тис. підмасивів дійсних чисел, впорядкованих за зрос-
танням їх довжини, алгоритмами різних методів 
(табл. 2). Бачимо, що для визначення медіан вкладе-
них підмасивів iY  доцільно використати впорядковані 

дані попередніх підмасивів, а не опрацьовувати їх 
спочатку. Формування описаного тут бінарного дере-
ва пошуку для підмасивів, впорядкованих за зростан-
ням чи спаданням триває довше, ніж для підмасивів, 
згенерованих випадковим чином, оскільки супрово-
джується постійними переміщеннями елементів для 
забезпечення його фіксованої висоти. Як і прогнозу-
валося, найефективнішим та найстабільнішим для 
визначення медіан таких підмасивів виявився метод 

двох бінарних пірамід, оскільки для визначення всіх 
медіан він в середньому використовує лише NN log  

порівнянь та стільки ж присвоєнь. 
Розглянемо також тривалості знаходжень 5 тис. 

медіан масивів дійсних чисел такого ж розміру після 
модифікації кожного елемента (табл. 3). Як і для 
вкладених підмасивів бачимо, що для визначення ме-
діани масиву після зміни чергового елемента варто 
відкоригувати попередні впорядковані дані (для алго-
ритмів сортування – його відсортований аналог, для 
розбиття Hoare – результати перестановок попере-
днього масиву, для двох бінарних пірамід та дерева 
пошуку з фіксованою висотою – ці самі ієрархічні 
структури для попередніх масивів), а не обробляти 
елементи щоразу спочатку. Алгоритм методу двох 
бінарних пірамід показує для невпорядкованих маси-
вів не найкращі результати, оскільки при пошуку 
елемента для вилучення він може переглядати прак-
тично повністю одну з двох пірамід (половину маси-
ву). Найефективнішим методом для визначення меді-
ан після зміни кожного елемента масиву, згенерова-
ного випадковим чином, як і для масиву з однаковими 
елементами, виявився метод BST з фіксованою висо-
тою та одночасними вилученнями і вставками ключів 
елементів, адже він в середньому виконує лише 

TreecountLevelN 2  порівнянь. Побудова такого 
дерева  по відсортованому масиву ключів прискорює 
визначення медіан більш ніж в 7 разів відносно мето-
ду двох бінарних пірамід. З іншого боку, для масивів, 
впорядкованих за зростанням чи спадання, найшвид-
ше визначення медіан продемонстрував метод бінар-
ного включення по масиву ключів, адже він в серед-
ньому використовує лише NN log2   порівнянь і 

переміщує елементи між позиціями вилучення та 
вставки без складнішого корегування ієрархічних 
структур. 

На завершення співставимо тривалості перерозпо-
ділу стиснутих даних між модифікованими 
DEFLATE-блоками в процесі прогресуючого ієрархі-
чного стиснення зображень без втрат (табл. 4). Бачи-
мо, що використання бінарного включення ключів 
змінених економій бітів в масивах iZ  замість їх лі-

нійного пошуку дало змогу прискорити перерозподіл 
в середньому на 48.98% (перший та третій рядки 
табл. 4). З них 5.54% досягається за допомогою пере-
міщення ключів елементів між позиціями вилучення і 
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вставки, а не до кінця масиву (другий рядок цієї таб-
лиці). Бінарне дерево пошуку з фіксованою висотою 
дає змогу додатково прискорити перерозподіл ще на 
2.92%, але за умови його початкової ініціалізації з 
відсортованого масиву (п’ятий рядок табл. 4). Про-
грамне поєднання операцій вилучень і вставки моди-
фікованих економій бітів (шостий  рядок даної табли-
ці) не принесло очікуваного ефекту, оскільки воно 
призводить до додаткових порівнянь, а відповідні 
значення найчастіше потрапляють в різні гілки дере-
ва. Зважаючи на ефективність BST з фіксованою ви-
сотою, ми рекомендуємо використовувати на практи-
ці саме цю динамічну структуру для визначення i-тих 
порядкових статистик після змін окремих елементів 
невпорядкованих масивів. 

 

ВИСНОВКИ 
1. Наші дослідження вчергове підтвердили недоці-

льність пошуку «універсальних методів» визначення 
медіан чи i-тих порядкових статистик, ефективних 
для всіх послідовностей масивів чи підмасивів. Зок-
рема, при виборі такого методу слід зважати на кіль-
кості елементів, якими відрізняються масиви. 

2. Для визначення медіан чи i-тих порядкових ста-
тистик окремих непов’язаних масивів та підмасивів 
найефективнішим, як і очікувалося, виявилося роз-
биття Hoare з обміном на великих відстанях, оскільки 
воно переставляє лише окремі елементи, а не впоряд-
ковує масиви повністю. 

3. З метою визначення медіан послідовності з N 
вкладених підмасивів, впорядкованих за зростанням 
їх довжин, варто застосовувати метод двох бінарних 
пірамід, адже його реалізації для всіх таких підмаси-
вів в середньому виконують лише NN log  порівнянь 

та стільки ж присвоєнь, хоча цей метод не придатний 
для визначення довільних i-тих порядкових статис-
тик. Знаходження цих статистик для вкладених підма-
сивів варто виконувати за допомогою бінарних вклю-
чень по масиву ключів. 

4. Для знаходження медіан чи i-тих порядкових ста-
тистик після змін чи вилучення елементів невпорядко-
ваного масиву доцільно використовувати бінарне дере-
во ключів з фіксованою висотою. З цією метою слід 
спочатку відсортувати ключі елементів масиву, побу-
дувати по них це дерево і після цього послідовно вико-
нувати пов’язані модифікації елементів вхідного маси-
ву та дерева пошуку з фіксованою висотою. 

Надалі ми плануємо дослідити ефективність засто-
сування BST з фіксованою висотою в процесі прогре-
суючого ієрархічного стиснення зображень без втрат 
після застосування різницевих колірних моделей [16]. 
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ABSTRACT 
Topicality. Nowadays, binary search trees are widely used to speed up searching, sorting, and selecting array elements. But the compu-

tational complexity of searching using a binary tree is proportional to its height, which depends on the sequence of processing the elements 
of the array. In order to reduce the height of a tree, its balancing is periodically carried out, which is a long process,, thus, the development of 
alternative methods of controlling the height of a binary tree is currently an actual scientific task. 

Objective. Development of algorithms for the formation and use of a binary tree with a fixed height to accelerate the search for an ele-
ment in an array and to determine arbitrary i-th order statistics, in particular, the median of the array. 

Method. In this study, it is proposed to set the fixed height of the binary search tree by one greater than the minimum possible height of 
the binary tree to accommodate all the elements of the array because increasing the fixed height leads to excessive RAM consumption, and 
decreasing it slows down tree modifications. The formation of such trees is similar to the balancing of trees but, unlike it, the recursive 
movement of nodes in them is performed only when the corresponding subtree is completely filled. For a binary search tree with a fixed 
height, RAM is allocated once when it is created,  immediately under all possible nodes of a binary tree with a given height. This allows to 
avoid allocating and freeing memory for each node of the tree and store the values of the nodes in a one-dimensional array without using 
pointers. 

The results. Our experiments showed that in order to speed up the search of elements and to determine the i-th order statistics of fre-
quently changing unordered arrays, it is advisable to additionally form a binary search tree with a fixed height. To initialize this tree, it is 
advisable to use a sorted copy of the keys of the array elements, and not to insert them one by one. For example, the use of a binary tree with 
a fixed height accelerates the search of medians of such arrays by more than 7 times compared to the method of two binary pyramids and 
additionally accelerates the redistribution of compressed data between modified DEFLATE-blocks in the process of progressive hierarchical 
lossless compression of images of the ACT set by an average of 2.92%. 

Conclusions. To determine medians or i-th order statistics of individual unrelated arrays and subarrays, instead of known sorting meth-
ods, it is advisable to use Hoare partitioning with exchange over long distances as it rearranges only individual elements and does not order 
the entire array completely. In order to determine the medians of the sequence of nested subarrays, ordered by the growth of their length, it is 
worth using the method of two binary pyramids because they are oriented to rapid addition of new elements. To find medians or i-th order 
statistics after changes or removal of elements of an unordered array, it is advisable to use a binary search tree for the keys of array elements 
with a fixed height as such fixing prevents uncontrolled growth of the number of comparison operations and makes it possible to process the 
tree without using instructions. 

KEYWORDS: array sorting, array medians, method of two binary pyramids, binary search tree with fixed height. 
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