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К РЕШЕНИЮ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ МАТРИЧНЫХ УРАВНЕНИЙ
ТИПА A(T)⋅X(T)+ X*(T)⋅B(T) =C(T)

Рассмотрены однопараметрические сопряженные аналоги матричных уравнений типа Сильвестра. На основе несложных
преобразований получено эквивалентное матричное уравнение, содержащее только неизвестную матрицу, подлежащую  определению.
Далее, использованием аппарата кронекеровых произведений матриц, получено аналитическое решение задачи, ограниченное в
практических применениях, однако служащее основой для разработки численно-аналитических методов решения исходной задачи.
Предложены последовательный и параллельный численно-аналитические методы решения, основанные на дифференциальных
преобразованиях Г. Е. Пухова. При последовательном численно-аналитическом методе оперируем числовыми рекуррентными
процедурами на первом этапе вычислений и аналитическими соотношениями – на втором этапе. При параллельном численно-
аналитическом методе оперируем линейной гиперсистемой числовых уравнений на первом этапе вычислений и аналитическими
соотношениями – на втором этапе. При всех методах получены соответствующие условия однозначной разрешимости задачи.
Рассмотрен модельный пример, для которого при использовании численно-аналитических методов получено точное тейлоровское
решение. Предложенные численно-аналитические методы могут быть эффективно реализованы средствами современных
информационных технологий.
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НОМЕНКЛАТУРА
A – числовая матрица порядка m;
B – числовая матрица порядка m;
C – числовая матрица порядка m;
X – неизвестная числовая матрица порядка m, подле-

жащая определению;
* – знак эрмитова сопряжения матриц;
T – знак транспонирования матриц;
–1 – знак обращения матриц;
X*– неизвестная числовая матрица порядка m;
t – независимая переменная (параметр, в частности

– время);
ti – изолированные значения независимой перемен-

ной;
A(t) – однопараметрическая матрица порядка m;
B(t) – однопараметрическая матрица порядка m;
C(t) – однопараметрическая матрица порядка m;
X(t) – неизвестная однопараметрическая матрица по-

рядка m, подлежащая определению;
A*(t) – однопараметрическая сопряженная матрица

порядка m;
B*(t) – однопараметрическая сопряженная матрица

порядка m;
C*(t) – однопараметрическая сопряженная матрица

порядка m;
X*(t) – однопараметрическая сопряженная матрица

порядка m;
A–1(t) – однопараметрическая обратная матрица по-

рядка m;
B–1(t) – однопараметрическая обратная матрица по-

рядка m;
B–T(t) – однопараметрическая обратно-транспониро-

ванная матрица порядка m;

A–*(t) – однопараметрическая обратно-сопряженная
матрица порядка m;

A–*Т(t) – однопараметрическая обратно-сопряженно-
транспонированная матрица порядка m;

X̂ (t) – неизвестный однопараметрический гипервек-
тор с размерами m2x1, порожденный матрицей X(t) при
обходе ее по строкам и подлежащий определению;

1
ˆ ( )D t  –  однопараметрический гипервектор с разме-

рами m2x1, порожденный матрицей D1(t) при обходе ее
по строкам;

   •  – знак перехода из области оригиналов в область
дифференциальных изображений и наоборот;

⊗ – знак кронекеровых произведений матриц;
Rang – ранг матриц;
∃ – квантор существования;
∀ – квантор всеобщности;
H – масштабный коэффициент;
νt  – центр аппроксимации;

( ), 1,11i iχ =⋅  – некоторые аппроксимирующие фун-
кции, восстанавливающие оригиналы;

0,K = ∞ – целочисленный аргумент;

( ),A K  0,K = ∞  – матричные дискреты порядка m;

( ) ,B K  0,K = ∞ – матричные дискреты порядка m;

( ),C K  0,K = ∞  – матричные дискреты порядка m;
1
( ),A K∨

−  0,K = ∞ – матричные дискреты порядка m;
1
( ),B K∨

−  0,K = ∞ – матричные дискреты порядка m;
* ( ),B K  0,K = ∞ – матричные дискреты порядка m;
*( ),C K  0,K = ∞  – матричные дискреты порядка m;
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*
( ),A K∨

−
 0,K = ∞   – матричные дискреты порядка m;

*
( ),B K∨

−  0,K = ∞  – матричные дискреты порядка m;

*
( ),

Т
A K∨

−
 0,K = ∞  – матричные дискреты порядка m;

( ),X K  0,K = ∞  – матричные дискреты порядка m;
D(0,0) – числовая гиперматрица порядка m2;

1
ˆ ( )D K , 0,K = ∞ – числовые гипервекторы с разме-

рам m2×1;

X̂ (K), 0,K = ∞  – числовые гипервекторы с размера-
ми m2×1;

D(1,0;0,1) – числовая гиперматрица порядка m2;
D(2,0;1,1;0,2) – числовая гиперматрица порядка m2;
D(K,0;...;0,K) – числовая гиперматрица порядка m2;

( )D •  – числовая гиперматрица порядка (K+1)⋅m2;

1
ˆ ( )D •  – числовой гипервектор  с размерами

(K+1)⋅m2×1;

)(ˆ •X  – числовой гипервектор  с размерами

(K+1)⋅m2×1;

( ),KD • 0,K = ∞  – числовые гиперматрицы порядка m2;
 j – мнимая единица.
ВВЕДЕНИЕ
Во многих теоритических и прикладных исследова-

ниях (линейная алгебра, математическая статистика, ма-
тематическое программирование, теория дифференци-
альных уравнений, теория оптимального управления,
теория устойчивости и др.) достаточно часто встреча-
ются линейные и нелинейные матричные алгебраичес-
кие уравнения с заданными числовыми матрицами пол-
ного или неполного ранга, решение которых обычно
связано со сложными вычислительными проблемами.
Такими уравнениями являются, в частности, матричные
уравнения Сильвестра, Стейна, Ляпунова, Риккати и др.
В последнее время значительное внимание уделяется, так
называемым, транспонированным и сопряженным ана-
логам отмеченных матричных уравнений, внешне похо-
жих на них, однако глубоко различных по природе. Воп-
росы однозначной разрешимости таких алгебраических
матричных уравнений, а также численные алгоритмы
для их решения рассмотрены в многочисленных рабо-
тах различных авторов. Что же касается однопараметри-
ческих (функциональных) матричных уравнений отме-
ченных типов, а также их транспонированным и сопря-
женным аналогам, то в области разработки методов для
их решения наблюдается заметное отставание. Заполне-
ния некоторого пробела в этой области и посвящена на-
стоящая работа, в чем и, в первую очередь, заключается
ее актуальность.

Объектом исследования настоящей работы является
процесс построения методов для решения однопарамет-
рических (функциональных) сопряженных аналогов мат-
ричных уравнений типа Сильвестра.

Предметом исследования составляют методы реше-
ния таких уравнений.

Целью работы является разработка аналитического
метода решения сопряженного аналога непрерывного
однопараметрического матричного уравнения типа
Сильвестра, а также прямых последовательного и парал-
лельного численно-аналитических методов, основанных
на аналитическом методе и дифференциальных преоб-
разованиях. Численно-аналитические методы позволят
широко использовать возможности средств современ-
ных информационных технологий с целью организации
эффективных последовательных и параллельных вычис-
лительных процедур при одноименных прямых методах.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть имеется алгебраическое матричное уравнение
Сильвестра [2–4] (в частности – Ляпунова [5, 6]):

А X X B C⋅ + ⋅ = . (1)
Транспонированным аналогом последнего является

алгебраическое матричное уравнение типа Сильвестра
[7–9, 13]:

TА X X B C⋅ + ⋅ = , (2)

а сопряженным аналогом-алгебраическое матричное
уравнение типа Сильвестра [7, 10–12, 14]:

*А X X B C⋅ + ⋅ = .  (3)
Однопараметрическими (функциональными) анало-

гами алгебраических матричных уравнений (1)–(3) явля-
ются соответственно матричные уравнения:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )А t X t X t B t C t⋅ + ⋅ = , (4)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TА t X t X t B t C t⋅ + ⋅ = , (5)

*( ) ( ) ( ) ( ) ( )А t X t X t B t C t⋅ + ⋅ = , (6)

Задача настоящего исследования заключается в не-
обходимости разработки методов для решения однопа-
раметрического сопряженного аналога-функционально-
го матричного уравнения типа Сильвестра (6).

2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР

Для решения алгебраических матричных уравнений
типа (1)–(3) в настоящее время разработан широкий набор
различных методов [15–20]. Однако для решения однопара-
метрических матричных уравнений типа (4)–(6) такие ме-
тоды малочисленны [21–26] или отсутствуют вовсе.

Общий подход к решению матричных уравнений (4)–
(6) или им подобных  заключается в использовании так
называемого метода замороженных коэффициентов [27],
при котором обычно выполняется следующая последо-
вательность операций:

– решается некоторое, порожденное исходным фун-
кциональным матричным уравнением при фиксирован-
ных значениях ti на рассматриваемом интервале множе-
ства однотипных по размерам и структуре, но отличных
друг от друга по значениям элементов матриц алгебраи-
ческих матричных уравнений с использованием какого-
либо известного численного метода решения матрич-
ных уравнений, например [15–20];
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– на основе полученных числовых решений строится
аппроксимирующее искомое решение неизвестная мат-
ричная функция использованием какого-либо интерпо-
ляционного метода теории аппроксимации [28].

Однако очевидно, что такой подход обладает следую-
щими весьма существенными недостатками:

– требует значительных затрат вычислительных ре-
сурсов из-за необходимости решений многих однотип-
ных матричных задач в изолированных точках ti;

– не задает длину и местоположние интервала изме-
нения независимой переменной t на оси [0,∞);

– не задает требуемое количество изолированных
точек ti на этом интервале с целью обеспечения необхо-
димой точности решений X(t);

– не указывает на выбор равномерной или неравно-
мерной сетки изолированных точек ti на рассматривае-
мом интервале;

– не исключает проблему разветвления исходной за-
дачи при выполнении условий неоднозначности реше-
ний рассматриваемых матричных уравнений и др.

В силу отмеченных недостатков метода заморожен-
ных коэффициентов и почти полного отсутсвия методов
решения однопараметрических (функциональных) задач
типа (4)–(6) и, в частности, задачи (6), необходимо разра-
ботать специальные методы, обладающие характерис-
тиками, обеспечивающими их эффективное использо-
вание при организации соответстующих вычислитель-
ных процедур.

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Редукция и аналитическое решение задачи. Допус-

тим, что однопараметрические  матрицы A(t) и B(t) не
вырождены на рассматриваемом интервале параметра

t. Тогда умножив уравнение (4) на 1( )А t− , получим:

1 1*( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X t А t X t B t A t C t− −= − ⋅ ⋅ + ⋅ ,

откуда в соответствии с правилами матричного исчис-
ления [1]:

* * ** *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X t B t X t A t C t A t− −= − ⋅ ⋅ + ⋅ . (7)

С другой стороны, из (4) имеем:

1*( ) [ ( ) ( ) ( )] ( )X t C t A t X t B t−= − ⋅ ⋅ . (8)

Следовательно сопоставление (5) и (6) приводит к сле-
дующему:

1 1 ** * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),C t B t A t X t B t C t A t B t X t A t− − − −⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅

откуда
1 1* * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A t X t B t B t X t A t C t B t C t A t− − − −⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ . (9)

Таким образом, после несложных преобразований
получили эквивалентное (6) достаточно сложное матрич-
ное уравнение (9), в которой фигурирует только неизве-
стная матрица X(t) в отличие от (6), в котором фигуриру-

ет не только матрица X(t), но и *( )X t , намного усложня-
ющая решение исходной задачи. Последнее
обстоятельство и обуславливает глубоко различную при-
роду уравнения (6) от уравнения (4).

Далее, применив аппарат кронекеровых произведе-
ний матриц [2] к линейному по отношению матрицы

( )m mX t ×  матричному уравнению (9), получим линей-

ную по отношению 2 1
ˆ ( )mX t ×  гиперматрично-гипервек-

торную систему уравнений:

0001 2 2
* *[ ( ) ( ) ( ) ( )]

T T
m mA t B t B t A t

− −
×⊗ − ⊗ ×

× 2
1

11
* *ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),mX t C t B t C t A t D t− −

× = ⋅ − ⋅ =
� (10)

откуда аналитическое решение последней при выполне-
нии условия гиперрегулярности:

2* *[ ( ) ( ) ( ) ( )]
T Trang A t B t B t A t m

− −⊗ − ⊗ = (11)

будет выглядеть так:

1
1 1

* *ˆ ˆ ˆ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ).
T TX t A t B t B t A t D t D t D t

− − −= ⊗ − ⊗ ⋅ = ⋅  (12)
Замечание 1. Из (12) нетрудно получить условия од-

нозначной разрешимости задачи (6), т.е. одновременное
выполнение:
     – условия гиперрегулярности (11), (13а)

– условия регулярности:

,),()( 1 ttAmtrangA ∀∃⇔= − (13б)
– условия регулярности:

1( ) ( ), .rangB t m B t t−= ⇔ ∃ ∀ (13в)
Очевидно, что аналитическое решение (12) мало при-

годно для практических целей, ибо требует определения

функциональных обратных матриц 1( )A t− , 1( )B t−  и

1* *[ ( ) ( ) ( ) ( )]
T ТA t B t B t A t− −−

⊗ − ⊗ . Для этого, конечно,
могут быть использованы известные методы, предложен-
ные, в частности, в [29–33] и основанные на дифферен-
циальных преобразованиях. Однако это достаточно об-
ременительно, особенно для третьей (кронекеровой)
матрицы. Поэтому необходимо искать другие пути раз-
решения этой проблемы. К одному из таких возможных
подходов и перейдем далее.

Последовательный численно-аналитический метод
решения. Предположим, что матрицы A(t), B(t), C(t) и

X(t), а также обратные 1( )A t− , 1( )B t−  и сопряженные
* * * * *( ), ( ), ( ), ( ), ( )TB t C t A t B t A t− − −  в центре аппроксима-

ции νtt =  обладают аналитическими элементами, для
которых имеют место следующие дифференциальные
преобразования [1]:

ν

( )( ) ,
!

K K

t tK
H d A tA K
K dt == ⋅  0,K = ∞

   • 1( ) ( , , , ( ), 0, ),A t t t H A K Kν= χ = ∞ (14)

( )( ) ,
!

K K

t tK
H d B tB K
K dt ν== ⋅ 0,K = ∞

   • 2( ) ( , , , ( ), 0, ),B t t t H B K Kν= χ = ∞ (15)



           47

p-ISSN 1607-3274.  Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2016. № 4
e-ISSN 2313-688X. Radio Electronics, Computer Science, Control. 2016. № 4

( )( ) ,
!

K K

t tK
H d C tC K
K dt ν== ⋅ 0,K = ∞

    • 3( ) ( , , , ( ), 0, )C t t t H C K Kν= χ = ∞ , (16)

11 ( )( ) ,
!

K K

t tK
H d A tA K
K dt

∨

ν

−−

== ⋅ 0,K = ∞

    •

1 1
4( ) ( , , , ( ), 0, ),A t t t H A K K∨ ∨

− −

ν= χ = ∞ (17)

11 ( )( ) ,
!

K K

t tK
H d B tB K
K dt

∨

ν

−−

== ⋅ 0,K = ∞

    •

1 1
5( ) ( , , , ( ), 0, ),B t t t H B K K∨ ∨

− −
ν= χ = ∞ (18)

*
* ( )( ) ,

!

K K

t tK
H d B tB K
K dt ν== ⋅  0,K = ∞

    •
* *

6( ) ( , , , ( ), 0, ),B t t t H B K Kν= χ = ∞ (19)

,)(
!

)(
*

*

νttK

KK

dt
tCd

K
HKC

=
⋅= 0,K = ∞

    •
* *

7( ) ( , , , ( ), 0, )C t t t H C K Kν= χ = ∞ , (20)

,)(
!

)(
**

νttK

KK

dt
tAd

K
HKA

=

−−
⋅=∨ 0,K = ∞

     •

*
*

8( ) ( , , , ( ), 0, ).A t t t H A K K∨
−

−
ν= χ = ∞ (21)

** ( )( ) ,
!

K K

t tK
H d B tB K
K dt

∨

ν

−−

== ⋅ 0,K = ∞

    •

*
*

9( ) ( , , , ( ), 0, ).B t t t H B K K∨
−

−
ν= χ = ∞ (22)

** ( )( ) ,
!

K K ТТ

t tK
H d A tA K
K dt

∨

ν

−−

== ⋅ 0,K = ∞

    •

* *
10( ) ( , , , ( ), 0, ),

T T
A t t t H A K K∨ ∨

− −

ν= χ = ∞ (23)

Теперь с учетом (14)–(24) гиперматрично-гипервек-
торную линейную систему (8) из области оригиналов
переведем в область дифференциальных изображений.
Получим:

– при K=0:

01
*

*[ (0) (0) (0) (0)]
TT

A B B A ∨∨
−−

⊗ − ⊗ ⋅×

×
1 *

*
1

ˆ ˆ ˆ(0) (0, 0) (0) (0) (0) (0) (0) (0),X D X C B C A D∨ ∨
− −

= ⋅ = ⋅ − ⋅ =  (25)

откуда

1
1

ˆ ˆ(0) (0,0) (0)X D D−= ⋅ , (26)

2(0,0)rang D m= ; (27)

– при K=1:

01

ˆ[ (0) (0) (0) (0)] (1)

[ (1) (0) (0) (1)

ˆ(1) (0) (0) (1)] (0)
ˆ ˆ(0,0) (1) (1,0; 0,1) (0)

**

* ** *

T

T T

T T

A B B A X

A B A B

B A B A X

D X D X

∨∨

∨ ∨

∨ ∨

−−

− −

− −

⊗ − ⊗ ⋅ +

+ ⊗ + ⊗ −

− ⊗ − ⊗ ⋅ =

= ⋅ + ⋅ =

1 1
1

ˆ(1) (0) (0) (1) (1) (0) (0) (1) (1),
* ** *C B C B C A C A D∨ ∨ ∨ ∨

− − − −
= ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ = (28)

1
1

ˆ ˆ ˆ(1) (0,0) [ (1) (1,0; 0,1) (0)];X D D D X−= ⋅ − ⋅ (29)

( )( ) ,
!

K K

t tK
H dX tX K
K dt ν== ⋅ 0,K = ∞

    • 11( ) ( , , , ( ), 0, ).X t t t H X K Kν= χ = ∞ (24)

Заметим, что в соотношениях (17), (18) и (21)–(22)

матрицы 
1
( )A K∨

−
, 

1
( )B K∨

−
, 

*
( )A K∨

−
, *

( )B K∨
−  и

*
( )

T
A K∨

−
-матричные дискреты обратных матриц 1( )A t− ,

1( )B t− , )(* tA− , )(* tB −  и A–*T(t), а не обратные матрицы
матричных дискрет A(K), B(K), A*(K), B*(K) и A*T(K).

– при K=2:

                    01 *

ˆ[ (0) (0) (0) (0)] (2) [ (1) (0) (0) (1) (1) (0)

ˆ(0) (1)] (1) [ (2) (0) (1) (1) (0) (2) (2) (0)

ˆ(1) (1) (0) (2)] (0) (0,0)

*** *

* **

* ** *

T TT T T

T T T TT

T T

A B B A X A B A B B A

B A X A B A B A B B A

B A B A X D

∨ ∨∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨ ∨∨

∨ ∨

− −− − −

− − − −−

− −

⊗ − ⊗ ⋅ + ⊗ + ⊗ − ⊗ −

− ⊗ ⋅ + ⊗ + ⊗ + ⊗ − ⊗ −

− ⊗ − ⊗ ⋅ =

1 1 1
1

ˆ ˆ ˆ(2) (1,0; 0,1) (1) (2,0;1,1;0,2) (0)

ˆ(2) (0) (1) (1) (0) (2) (2) (0) (1) (1) (0) (2) (2),
* *** * *

X D X D X

C B C B C B C A C A C A D∨ ∨∨ ∨ ∨ ∨
− −− − − −

⋅ + ⋅ + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ = (30)
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откуда
1

1
ˆ ˆ ˆ ˆ(2) (0,0) [ (2) (1,0; 0,1) (1) (2,0; 1,1; 0,2) (0)];X D D D X D X−= ⋅ − ⋅ − ⋅  (31)

.

.

.
– при K=K:

01

*

ˆ[ (0) (0) (0) (0)] ( )

[ (1) (0) (0) (1) (1) (0)

ˆ(0) (1)] ( 1) [ (2) (0)

(1) (1) (0) (2) (2) (0)

ˆ(1) (1) (0) (2)] ( 2) ..

**

**

**

**

* * *

T T

T TT

T T

T T T

T T

A B B A X K

A B A B B A

B A X K A B

A B A B B A

B A B A X K

∨ ∨

∨ ∨∨

∨ ∨

∨ ∨ ∨

− −

− −−

− −

− − −

− −

⊗ − ⊗ ⋅ +

+ ⊗ + ⊗ − ⊗ −

− ⊗ ⋅ − + ⊗ +

+ ⊗ + ⊗ − ⊗ −

− ⊗ − ⊗ ⋅ − +

*

.

[ ( 1) (0) ( 2) (1) ...

... (0) ( 1) ( 1) (0)

ˆ( 2) (1) ... (0) ( 1)] (1)

[ ( ) (0) ( 1) (1) ... (0)

( ) ( ) (0) ( 1) (1) ..

**

* **

* ** *

T T

T T

T T

T
T

T T T

A K B A K B

A B K B K A

B K A B A K X

A K B A K B A

B K B K A B K A

∨ ∨

∨ ∨

∨ ∨

∨

∨ ∨ ∨

− −

− −

− −

−
−

− − −

+

+ − ⊗ + − ⊗ +

+ ⊗ − − − ⊗ −

− − ⊗ − − ⊗ − ⋅ +

+ ⊗ + − ⊗ + + ⊗

⊗ − ⊗ − − ⊗ − .

ˆ ˆ... (0) ( )] (0) (0,0) ( )
ˆ ˆ(1,0;0,1) ( 1) (2,0;1,1; 0,2) ( 2) ...

... ( 1,0; 2,1;...;1, 2;0, 1)
ˆ ˆ(1) ( ,0;...;0, ) (0)

** T
B A K X D X K

D X K D X K
D K K K K

X D K K X

∨
−

− ⊗ ⋅ = ⊗ +

+ ⋅ − + ⋅ − +
+ − − − − ×

× + ⋅ =

1 1 1

1
*

( ) (0) ( 1) (1) ... (0) ( ) ˆ ( ),

( ) (0) ( 1) (1) ... (0) ( )
* * ** *

C K B C K B C B K
D K

C K A C K A C A K

∨ ∨ ∨

∨ ∨ ∨

− − −

− − −

⎡ ⎤
⋅ + − ⋅ + + ⋅ −⎢ ⎥

= =⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⋅ − − ⋅ − − ⋅⎣ ⎦

(32)

откуда

*
* 1

1 *
*

0

*
*

0 1
1

1

ˆ ( ) [ (0) (0) (0) (0)]

( ( ) ( ) ( ) ( ))

[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ(0,0) [ ( ) (1,0;0,1) ( 1)
ˆ(2,0;1,1;0,2) ( 2) ...

T T

K

P K T T

P

X K A B B A

C B K C A K

A B P B A P X K P

D D K D X K

D X K

∨ ∨

∨ ∨

∨ ∨

− −
−

− −

=

− −

= =
−

= ⊗ − ⊗ ×

⎡
× ⋅ − − ⋅ − −⎢

⎢⎣
⎤

− − − ⊗ − ⋅ − =⎥
⎥⎦

= ⋅ − ⋅ − −

− ⋅ − − −

∑

∑ ∑

A

A

A A A A

A A A A

( 1,0, 2,1;...;1, 2;0, 1)
ˆ ˆ(1) ( ,0;...;0, ) (0)].

D K K K K

X D K K X

− − − − − ×

× − ⋅  (33)

Таким образом, имея матричные дискреты (26), (29),
(31) и  (33), в соответствии  с правой частью (22) можно
найти решение X(t) исходной задачи (6) или матричного
уравнения (9).

Замечание 2. Очевидно, что при использовании  пос-
ледовательного численно-аналитического метода для
однозначной разрешимости задачи (6) должны быть од-
новременно выполнены:

– условие гиперрегулярности (27), (34а)
– условия регулярности:

1( ) , 0, ,rangA K m K− = ∀ = ∞ (34б)

– условия регулярности:

1( ) , 0, .rangB K m K− = ∀ = ∞ (34в)

Параллельный численно-аналитический метод ре-
шения. Объединив соотношения (25), (28), (30) и (32),
получим следующее линейное гиперматрично-гипервек-
торное представление

(0, 0) 0 0 0 0 0
(1, 0; 0,1) (0, 0) 0 0 0 0

(2, 0;1,1;0, 2) (1, 0;0,1) (0, 0) 0 0 0
(2, 0;1,1; 0, 2) (1, 0;0,1) (0, 0) 0 0

(2, 0;1,1; 0, 2) (1, 0; 0,1) (0, 0) 0

( , 0, , 0, ) ( 1, , 1) ( 2, , 2) ( 3, , 3) ( 4, ,

D
D D

D D D
D D D

D D D

D K K D K K D K K D K K D K K− − − − − − − −

"
"
"
"
"

# # # # # % #
… … … … …

…
… …

ˆ ˆ(0) (0)1
ˆ ˆ(1) (1)1
ˆ ˆ(2) (2)1
ˆ ˆ(3) (3)1
ˆ ˆ(4) (4)1

ˆ ˆ4) (0, 0) ( ) ( )1

X D
X D
X D
X D
X D

D X K D K

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ×
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

# #
"

 (35)

(K+1)⋅m2×(K+1) ⋅m2 
   (K+1)⋅m2×1 (K+1)⋅m2×1

или в компактной форме записи

1
ˆ ˆ( ) ( ) ( ),D X D• ⋅ • = • (36)

oткуда
1

1
ˆ ˆ( ) ( ) ( ).X D D−• = • ⋅ • (37)

Очевидно, что при условии гиперрегулярности (27) из
(35) немедленно следует и условие гиперрегулярности

 2( ) ( 1)rang D K m• = + ⋅ (38)

задачи (36).

С другой стороны, нетрудно убедиться, что обратная
гиперматрицa в (37)

0

1 0
1

2 1 0

1 2 0

0 0 0
0 0

0( )

K K K

D
D D
D D DD

D D D D

−

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥• =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

"
"
"

# # # % #
"

,
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где

1 1 1
0 0

1 1 1
1 1

1 1
2

1 2 1
2

(0,0) (0,0) (0,0) ,

(0,0) [ (1,0; 0,1) (0,0)] (0,0) ,

(0,0) [ (2,0; 1,1; 0, 2) (0;0)

[ (1,0; 0,1) (0;0)] ] (0,0) ,
...........................................

D D D E D D

D D D D D D

D D D D

D D D D

− − −

− − −

− −

− −

= = ⋅ = ⋅

= − ⋅ ⋅ = ⋅

= − ⋅ ⋅ −

− ⋅ = ⋅

1 1

1

......................................

(0,0) ( ) (0,0) .
K

K K P K
P

D D D P D D D− −
−

=

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ = − ⋅ ⋅ = ⋅⎪
⎩

∑

Таким образом, имея гипервектор ˆ ( )X • , в соответствии
с правой частью (22) можно восстанавливать решение X(t)
исходной задачи (6) (или матричного уравнения (9)).

Замечание 3. Очевидно, что при использовании па-
раллельного численно-аналитического метода для одно-
значной разрешимости задачи (6) должны быть одновре-
менно выполнены:

– условие гиперрегулярности (38),                         (39а)
– условия регулярности(34 б),                                 (39б)
– условия регулярности(34 в)                                   (39в)
4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ
С целью проверки работаспособности предложенных

последовательного и параллельного численно-аналити-
ческих методов они были программно реализованы в
среде MATLAB [34] на модельном примере-матрично-
го уравнения вида (6), где

0
( ) ,

(1 )
j

A t
t t

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

.
(1 ) 1

( ) ,
0

t
B t

j
+⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

2

( )
( )

0 (1 )

t jt j
C t

j t jt

− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

− + −⎢ ⎥⎣ ⎦
.

При этом, как нетрудно вычислить, матрицы

1 1
0 0

( ) , ( )1 1 (1 )
1 1

j j
A t B tjt t j

t t

− −
−⎡ ⎤ −⎡ ⎤⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ +⎣ ⎦⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

.

Тогда при 1t =ν , H=1 получено, чтоо

[ ]0 0 0
(0) , (1) , ( ) 0 , 2;

1 2 1 1
j

A A A K K
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = = ∀ ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1
1 0
(0) (0) ,

1 2
j

B B
j

∨
−

− −⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
  

1 0 0
(1) ,

0
B

j
∨

− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

1 0 0
(2) ;

0 0
B ∨

− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

1
(0) ,

0 2 2
j j

C
j

− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 
1 0

(1) ,
0 1 2

j
C

j
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

0 0
(2) ,

0
C

j
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 [ ]( ) 0 , 3,C K K= ∀ ≥

а для дискрет сопряженных матриц

* 0,5
(0) ,

0 0,5
j j

A− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

* 0 0, 25
(1) ,

0 0,25
j

A
− −⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

* 0 0,125
(2) ;

0 0,125
j

A
− ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

* 2
(0) ,

1 0
j

B
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

* 1 0
(1) ,

0 0
B ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 [ ]*( ) 0 , 2;B K K= ∀ ≥

* 1 0
(0) ,

2 2
j

C
j j

+⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

 
* 1 0
(1) ,

0 1 2
j

C
j

+⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

* 0 0
(2) ,

0
C

j
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 [ ]( ) 0 , 3.C K K= ∀ ≥

5 РЕЗУЛЬТАТЫ
Далее, при представленных матричных дискретах

имеем:

2 1 0
1 3 0,5 0,5

(0,0) 1 0 2
0,5 0,5 2 2 4

j j
j j

D j
j j j j

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥= ⎢ ⎥−
⎢ ⎥
− − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

,

1
1 0
(0) (0) ,

0,5 0,5
j

A A
j

∨
−

− −⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦

1 0 0
(1) ,

0, 25 0, 25
A

j
∨

− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 
1 0 0
(2) ;

0,125 0,125
A ∨

− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

2 1
(0) ,

0
B

j
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
1 0

(1) ,
0 0

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 [ ]( ) 0 , 2;B K K= ∀ ≥

1

0,0147 0,3529 0,0882 0,0294 0,375 0,1765 0,0147
0,1765 0,0735 0,3529 0,0294 0,0074 0,1765 0,0441

(0,0) 0,3676 0,1471 0,0294 0,1765 0,5735 0,0662 0,0294 0,3088
0,0882 0,0441 0,1765 0,0294 0,3

j j j
j j j

D j j j j
j j

−

− + − + − +
− + − − − + −

=
− − − − +
− − −

,

162 0,0735 0,0147 0,0882j j

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
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1

1 2
0,5 0,5ˆ (0)

3 2
2,5 3

j
j

D
j
j

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

+⎝ ⎠

,

0 0 0
1 0, 25 0, 25

(1,0; 0,1) ,
0 1 0 1

0,75 0, 25 3 4

j
j j

D

j j j j

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
− + −⎣ ⎦

1

1
0, 75 0, 25ˆ (1) ,

1 2
5, 75 3,5

j
j

D
j

j

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

+⎝ ⎠

  

0
0ˆ (1) ,
0

X

j

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

0 0
0

0,125 0,125
(2,0; 1,1;0,2) ,0 0 0 0

0,125 0,125 0

j
D

j j j

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
− − +⎢ ⎥⎣ ⎦

1

0
0,125 0,125ˆ (2) ,
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При применении параллельного численно-аналити-

ческого метода

0

0.0147 0.3529 0,0882 0,0294 0,375 0,1765 0,0147
0,1765 0,0735 0,3529 0,0294 0,0074 0,1765 0,0441
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1

0,0026 0,1211 0,0303 0,0095 0,1507 0,1488 0,0026
0,0277 0,0424 0,1211 0,0095 0,0050 0,1488 0,0372
0,1531 0,0182 0,0095 0,1488 0,2223 0,0435 0,0095 0,0839
0, 2067 0,0078 0,0277 0,0493 0,0815 0,0277

j j j
j j j

D
j j j j
j j j

− − −
− − − −

=
− + − −
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,
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( )0 1
ˆ ˆ(0) (0) (1 ) 0 (1 ) ,TX D D j j j= ⋅ = + −

( )1 1 0 1
ˆ ˆ ˆ(1) (0) (1) 0 0 0 ,TX D D D D j= ⋅ + ⋅ = −

( )2 1 1 1 0 1
ˆ ˆ ˆ ˆ(2) (0) (1) (2) 0 0 0 0 ,TX D D D D D D= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

ˆ ( ) [0], 2X K K= ∀ ≥ .
Итак при использовании обратных дифференциаль-

но-тейлоровских преобразований решение задачи будет
выглядеть так:

( ) (0) ( ) ( 1)X t X X t t= + ⋅ − =

1 0 0 (1 )
( 1) ,

0 1 0 0 (1 )
j j j j

t
j j jt

+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + ⋅ − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

в абсолютной точности которого легко убедиться под-
становкой его в исходное матричное уравнение.

6 ОБСУЖДЕНИЕ
Таким образом можно констатировать, что предло-

женные численно-аналитические методы обладают оп-
ределенными достоинствами и недостатками.

В числе достоинств этих методов можно отметить
следующее:

– последовательный численно-аналитический метод
достаточно прост при реализации рекуррентных числен-
ных процедур;

– параллельный численно-аналитический метод об-
ладает высокой вычислительной эффективностью в свя-
зи с возможностью организации поточных численных
процедур.

В числе недостатков этих методов можно отметить:
– необходимость выполнения большого объема вы-

числений, что обусловлено, скорее всего, сложностью
решаемого класса задач, нежели характеристиками са-
мых численно-аналитических методов;

– при параллельном численно-аналитическом мето-
де с целью увеличения точности решения исходной за-
дачи при небольшом увеличении значения целочислен-
ного аргумента K (что, по сути, эквивалентно увеличе-
нию слагамых в  соответсвующем ряде Тейлора)
происходит значительное увеличение размерности ги-
персистемы (35) с вытекающими отсюда хорошо извест-
ными отрицательными последствиями [35].

Замечание 4. При рассмотренном простом модель-
ном примере с целью демонстрации вычислительных
характеристик предложенных методов мы воспользова-
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лись точными аналитическими соотношениями 1( )А t−

и 1( )B t−  и их матричными дискретами 
1

( )A K∨
−

 и
1

( )B K∨
−

, 0,K∀ = ∞ . Однако, как отмечено выше, опре-
деление и дальнейшее использование таких матриц на
практике связано с большими вычислительными труд-
ностями, и обычно приходится оперировать их аппрок-
симированными (приближенными) представлениями.

ВЫВОДЫ
В настоящей работе для решения однопараметричес-

ких сопряженных аналогов матричных уравнений типа
Сильвестра предложены аналитический, а также прибли-
женные последовательный и параллельный численно-
аналитический методы. Последние основаны на диффе-
ренциальных преобразованиях и позволяют решение
исходной непрерывной задачи  свести к некоторым ре-
куррентным численным процедурам, эффективно реа-
лизуемыми средствами современных информационных
технологий [34–36] и восстановлению  сравнительно лег-
ко непрерывного решения X(t) на основе некоторого
обратного дифференциального преобразования (22).
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ДО РОЗВ’ЯЗКУ ОДНОПАРАМЕТРИЧНИХ МАТРИЧНИХ РІВНЯНЬ ТИПУ A (t)⋅X (t) + X * (t)⋅B (t) = C (t)
Розглянуто однопараметричнi сполученi аналоги матричних рівнянь типу Сильвестра. На основі нескладних перетворень отрима-

но еквівалентнe матричне рівняння, що містить тільки невідому матрицю, яка підлягає визначенню. Далі, використанням апарату
кронекерових добутків матриць, отримано аналітичний розв’язок задачі, який обмежений в практичних застосуваннях, однак служить
основою для розробки чисельно-аналітичних методів розв’язання початкової задачі. Запропонованi послідовний та паралельний чи-
сельно-аналітичні методи розв’язання, засновані на диференціальних перетвореннях Г. Є. Пухова. При послідовному чисельно-аналі-
тичному методі оперуємо числовими рекурентними процедурами на першому етапі обчислень та аналітичними співвідношеннями – на
другому етапі. При паралельному чисельно-аналітичному методі оперуємо лінійною гіперсистемою числових рівнянь на першому
етапі обчислень та аналітичними співвідношеннями – на другому етапі. При всіх методах отримані відповідні умови однозначної
вирішуваності задачі. Розглянуто модельний приклад, для якого при використанні чисельно-аналітичних методів отримано точний
тейлоровський розв’язок. Запропоновані чисельно-аналітичні методи можуть бути ефективно реалізовані засобами сучасних інформа-
ційних технологій.

Ключові слова: однопараметричний сполучений аналог матричного рівняння типу Сильвестра, редукція задачi, аналітичний
метод розв’язку, диференціальні перетворення, послідовний та паралельний чисельно-аналітичні методи, модельний приклад, умови
однозначної розв’язності задачі.
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TO THE SOLUTION OF ONE-PARAMETRIC MATRIX EQUATIONS OF A(T)⋅X(T)+ X*(T) ⋅B(T) =C(T)  TYPE
We consider the one-parameter conjugated analogs of Sylvester type matrix equations. On the basis of simple transformations we obtain

the equivalent matrix equation containing only the unknown matrix which should be determined. Next, using the apparatus of Kronecker
products of matrices, the analytical solution of the problem was obtained, which is limited in practical applications, but serves as a basis for the
development of numerical-analytical methods for solving the original problem. Serial and parallel numerical and analytical solution methods
are proposed based on the differential transformations G. E. Pukhov. With sequential numerical-analytical method we operate with numeric
recursive procedures in the first stage of the calculation, and analytical relations – in the second stage. In parallel numerical-analytical method
we operate with linear hypersystem of numerical equations in the first stage of the calculation, and analytical relations – in the second stage.
For all the methods the relevant conditions for the unique solvability of the problem were obtained. A model example was considered for which
using numerical and analytical methods an exact solution of the Taylor was obtained. The proposed numerical-analytical techniques can be
efficiently implemented by means of modern information technology.

Keywords: one-parametric conjugated analogue of parameter matrix equation of Sylvester type, reduction of the problem, an analytical
method of solution, differential transformations, serial and parallel methods, model example, conditions for the unique solvability of the
problem.
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