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Рис. 1. Пример тестового сигнала

Рис. 2. Вейвлет-спектр тестового сигнала

Рис. 3. Вычисление энтропии Шеннона уровней вейвлет-разложения сигнала
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Рассмотрим изменение энтропии компонент сигна-
ла. Значение энтропии первой компоненты уменьшает-
ся, а второй компоненты увеличивается. Изменение эн-
тропии происходит более резко, чем энергии. Но сум-
марная энтропия двух компонент постепенно
уменьшается до определенного уровня, а потом проис-
ходит увеличение значений. Можно предположить, что
«переломная точка» отображает наиболее неустойчи-
вое состояние системы, в котором возможно выделение
компонент (рис. 5). Согласно теории К. Шеннона, при-
рост информации равен утраченной неопределённости
системы (2), поэтому на этом уровне декомпозиции ос-
тановился прирост информации. Система перешла в
абсолютно неустойчивое состояние. Из вышеперечис-
ленного можно сделать следующий вывод: выделение
компонент сигнала можно выполнить на уровне деком-
позиции с минимальным значением суммарной энтро-
пии обоих компонент.

5 ПРОЦЕДУРА ВЫДЕЛЕНИЯ КОМПОНЕНТ
СИГНАЛА

Процедура выделения компонент сигнала состоит из
следующих этапов:

1. Установить уровень разложения i=1.

2. Проверка: 2/2Ni ≤ . Если выполняется условие –

Рис. 4. Вычисление энергии уровней вейвлет-разложения сигнала

Рис. 5. Выделение компонент сигнала на 4 уровне вейвлет-разложения

переход к п. 3, иначе – п. 11.
3. Выполнить вейвлет-преобразование сигнала на i-

уровне.
4. Выделить первую компоненту сигнала – оставить

без изменений коэфициенты аппроксимации и обнулить
коэффициенты детализации.

5. Выделить вторую компоненту сигнала – вычесть
из общего сигнала первую компоненту.

6. Вычислить энтропию первой компоненты.
7. Вычислить энтропию второй компоненты.
8. Вычислить суммарную энтропию обоих компонент.
9. Проверка: если суммарная энтропия на i-уровне

меньше суммарной энтропии на (i–1)-уровне – перейти
к п. 10, иначе к п. 11.

10. Увеличить уровень вейвлет-разложения i=i+1.
Перейти к п. 2.

11. Установить оптимальный уровень выделения ком-
понент в (i–1)-уровень.

12. Останов.

ВЫВОДЫ

В результате проведения исследовательской работы
получены следующие выводы:

– исследовано поведение энергии и энтропии сигна-
ла на этапах его декомпозиции;
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– модифицирован метод Кофмана для задачи выде-
ления компонент сигнала;

– впервые предложен метод разделения сигнала на
компоненты на основе вейвлет-декомпозиции и теории
информации;

– разработана процедура выделения компонент сиг-
нала.
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ОПТИМИЗАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОБЪЕМА ЗАКАЗА МЕЖДУ
НЕСКОЛЬКИМИ ПОСТАВЩИКАМИ В ТЕНДЕРЕ
Рассматривается проблема оптимального распределения объема заказа между

несколькими  поставщиками, участвующими  в тендере. Предложен метод
многокритериальной оптимизации распределения объема заказа между несколькими
поставщиками в тендере, который учитывает относительные коэффициенты важности
критериев, по которым производится оптимизация.

Ключевые слова: многокритериальная оптимизация, распределение объема заказа,
критерий оптимальности, относительные приоритеты критериев.

ВВЕДЕНИЕ

После проведения тендера в процессе уточнения ус-
ловий заключения контракта нередко появляются новые
неприемлемые для подрядчика условия, из-за чего при-
ходится обращаться к следующему по рейтингу участ-
нику либо проводить новый тендер. Чтобы избежать
подобных ситуаций организаторы тендеров все чаще
предпочитают заключать контракты не с одним, а с не-
сколькими поставщиками.

Еще на этапе проведения тендера можно предусмот-
реть, как распределить весь необходимый объем заказа
между некоторым числом подрядчиков [1]. Однако, это
возможно только в том случае, если участники предла-
гают одинаковые товары или услуги.

При решении данной задачи чаще всего проводится
оптимизация по двум критериям, которые можно одно-
значно представить в количественном виде: по денежным
затратам и по времени, необходимому для выполнения
заказа. Важно то, что эти критерии противоречивы, и оп-
тимизация по каждому из них приводит к ухудшению зна-
чений по другому критерию и соответственно к различ-
ным решениям задачи распределения [2].

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ МНОГОКРИТЕРИ-
АЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
ОБЪЕМА ЗАКАЗА МЕЖДУ НЕСКОЛЬКИМИ
ПОСТАВЩИКАМИ В ТЕНДЕРЕ

Если заказчик желает заключить контракт не с одним,
а сразу с i участниками, то задачу многокритериальной
оптимизации распределения объема всего заказа U меж-
ду несколькими поставщиками можно представить в виде
задачи минимизации суммы всех затрат P частей заказа
u

i
, а также минимизации времени itΔ , необходимого для

выполнения заказа. При этом следует учитывать отно-
сительные приоритеты критериев стоимости и времени
исполнения заказа.

В данном случае, если участники будут выполнять по-
ставку товаров или услуг одновременно, то общее время
выполнения полного объема заказа будет равно максималь-
ному из периодов времени, заявленных заказчиками.

© Колпакова Т. А., 2013

Φ
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∑=Φ
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iiPu1 , (3)

i
i

tΔ=Φ max2 , (4)

∑=Ω
i

iuU: , (5)

где ),( 21 ΦΦ=Φ  – векторный критерий оптимальности,
Фk – частные критерии оптимальности.

Поиск оптимального распределения является итера-
ционным процессом перебора на некотором дискрет-
ном множестве вариантов решений. При поиске опти-
мального решения показателем положительного резуль-
тата итерации является то, что относительный уровень
снижения качества по одному частному критерию не
превосходит относительного уровня повышения каче-
ства по другому частному критерию.

Поскольку в процессе проведения тендера определя-
ется, что одни критерии важнее  других, следует опреде-
лить относительные приоритеты критериев стоимости и
времени исполнения заказа d

k
, причем

1=∑
k

kd . (6)

Пусть существуют решения Y
a
 и Y

b
 – способы рас-

пределения объема заказа U на части u
i
. Мера относи-

тельного изменения (снижения или повышения) каче-
ства решения при переходе от решения Y

a  
к Y

b 
по каждо-

му из критериев составляет:

k
YYY

bak
bak

ba

YY
YY

Φ

ΔΦ
=ΦΔ

∈ },{
max

),(
),(

~ , (7)
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где )()(),( bkakbak YYYY Φ−Φ=ΔΦ  – абсолютные изме-
нения значений частных критериев оптимальности при
переходе от решения Ya к решению Yb.

Максимальное снижение качества решения при пе-
реходе от решения Y

a
 к решению Y

b
 определяется как:

),(
~

min),(
~

min bakk
k

ba YYdYY ΦΔ⋅=ΦΔ . (8)

Аналогично максимальное повышение качества реше-
ния при переходе от решения Y

a
 к решению Y

b
 составляет:

),(
~

max),(
~

max bakk
k

ba YYdYY ΦΔ⋅=ΦΔ . (9)

Решение Y
b
 превосходит решение Y

a
 ( ab YY ; ), если:

),(
~

),(
~

minmax baba YYYY ΦΔ>ΦΔ . (10)

И, соответственно, решение Y
a
 превосходит решение

Y
b
 ( ba YY ; ), если:

),(
~

)(
~

min,max baba YYYY ΦΔ≤ΦΔ . (11)

3 МЕТОД МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ
ОПТИМИЗАЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОБЪЕМА
ЗАКАЗА МЕЖДУ НЕСКОЛЬКИМИ
ПОСТАВЩИКАМИ В ТЕНДЕРЕ

Выбор начального решения может быть произведен
случайным образом, однако эффективнее для начала
поиска выбрать такое решение, при котором весь объем
закупается у лучшего по предварительным оценкам по-
ставщика.

Однако следует также учесть, что поставщик может
ограничить минимальный объем, который он согласен
поставить в рамках одного контракта. Значение части объе-
ма заказа u

i
 для каждого поставщика следует обговорить

дополнительно еще на этапе проведения тендера.
Основные этапы предложенного метода:
Шаг 1. На первой итерации r=1 выбирается началь-

ное решение задачи распределения Y
0.

Шаг 2. Вычисляются значения частных критериев
оптимальности Ф

k
 для выбранного решения Y

0
.

Шаг 3. Некоторым способом выбирается решение
задачи распределения Y

r.

Шаг 4. Вычисляются значения частных критериев
оптимальности Ф

k
 для решения Y

r
.

Шаг 5. Согласно выражениям 7–11 определяется пре-
восходящее решение Y

t
.

Шаг 6. Если условие окончания поиска выполнено,
то вычисления следует прекратить, а решение Y

t 
принять

за приближенное решение задачи. В противном случае,
следует положить Y

0 
= Y

t  
и перейти к шагу 3.

В качестве условия окончания итераций может быть
использовано достижение предварительно заданного
количества итераций, либо окончание полного перебо-
ра дискретного множества возможных решений Y

s
.

Наилучшее решение Y
t 
 будет содержать оптималь-

ное распределение объема заказа U на i частей u
i
.

3 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ЗАКАЗА КАБЕЛЕЙ ДЛЯ
СТРОИТЕЛЬСТВА ПРОМЫШЛЕННОГО ОБЪЕКТА

Необходимо распределить объем заказа силовых ка-
белей для строительства крупного промышленного объек-
та. Тендерное задание  включает следующую позицию:

Кабель силовой, 1 кВ,  с медными жилами
2х185 мм. кв., в ПВХ не распространяющем горение
(ВВГнг-1) – 1137 м.

После проведения предварительного отбора, заказ-
чики остановились на двух участниках:

1. «Энергопром» (Днепропетровск):
– цена за 1 ед. с НДС – 306,660 грн.;
– общая сумма с НДС – 348 672,42 грн.;
– срок исполнения – 30 дней.
2. ООО «КОРТ» (Задачин):
– цена за 1 ед. с НДС – 344,66 грн.;
– общая сумма с НДС – 391 878,97 грн.;
– срок исполнения – 21 день.
При этом коэффициенты относительных приорите-

тов критериев составляют:
– приоритет критерия «Стоимость заказа» d

P
 = 0,54;

– приоритет критерия «Срок исполнения» d
t
 = 0,46.

В таблицах 1 и 2 приведено множество решений рас-
пределения объема заказа с шагом дискретизации 0,2 и с
учетом того, что поставщики не ограничили объем од-
ной поставки.

Процесс поиска оптимального решения  состоит из
следующих шагов:

Шаг 1. За начальное решение Y
0
 принимается рас-

пределение 1, при котором весь заказ выполняется вто-
рым подрядчиком.

Шаг 2. Для Y
0 
значения частных критериев оптималь-

ности составляют:

ФP = 391878,97 грн.,

Фt = 21 день.

Шаг 3. Выбирается значение Y
1
 как распределение 2.

Шаг 4. Для Y
1 
значения частных критериев оптималь-

ности составляют:

ФP = 0,2*348672,42 грн + 0,8* 391878,97 грн = 383237,66 грн.,

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 17)17,6max()21*8,0,30*2,0max( ===Φt  дней.

Шаг 5. Определяются меры изменения качества ре-
шения при переходе от Y

0 
к Y

1.

0,0221
391878,97

383237,66391878,97
),(

~
10 =

−
=ΦΔ YYP ,

0,1905
21

17 21
),(

~
10 =

−
=ΦΔ YYt .
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Таблица 1. Стоимость заказа из расчета его распределения на доли u1 и u2

Шаг 6. Очевидно, что при переходе от Y
0 
к Y

1
 качество

решения повышается по обоим параметрам, значит на
данном этапе Y

1
 – превосходящее решение, и дальней-

ший поиск следует продолжать относительно него.
Шаг 7. Выбирается значение Y

2
 как распределение 3.

Шаг 8. Для Y
2 
значения частных критериев оптималь-

ности составляют:

ФP = 0,4* 348672,42 грн + 0,6* 391878,97 грн = 374596,35 грн.,

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 13)13,12max()21*6,0,30*4,0max( ===Φt  дней.

Шаг 9. Определяются меры изменения качества ре-
шения при переходе от Y

1 
к Y

2.

0,0225
383237,66

374596,35 3383237,66
),(

~
21 =

−
=ΦΔ YYP ,

0,2353
17

13  17
),(

~
21 =

−
=ΦΔ YYt .

Шаг 10. Очевидно, что при переходе от Y
1 
к Y

2
 каче-

ство решения повышается по обоим параметрам, зна-
чит на данном этапе Y

2
 – превосходящее решение, и даль-

нейший поиск следует продолжать относительно него.
Шаг 11. Выбирается значение Y

3
 как распределение 4.

Шаг 12. Для Y
3 
значения частных критериев оптималь-

ности составляют:

ФP = 0,6* 348672,42 грн + 0,4* 391878,97 грн = 365955,04 грн.,

Таблица 2. Срок исполнения заказа из расчета его распределения на доли u1 и u2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 18)9,18max()21*4,0,30*6,0max( ===Φt  дней.

Шаг 13. Определяются меры изменения качества ре-
шения при переходе от Y

2 
к Y

3.

0,0231
374596,35

365955,04374596,35
),(

~
32 =

−
=ΦΔ YYP .

0,2778
18

18  13
),(

~
32 −=

−
=ΦΔ YYt ;

Максимальное снижение качества решения при пе-
реходе от Y

2 
к Y

3
 составляет:

0,1278)0,2778(*46,0),(
~

32min −=−=ΦΔ YY .

Максимальное повышение качества решения при
переходе от Y

2 
к Y

3
 составляет:

0,0125  0,0231*54,0),(
~

32max ==ΦΔ YY .

Поскольку

),(
~

),(
~

32min32max YYYY ΦΔ<ΦΔ ,

превосходящим решением является Y2.
Шаг 14. Выбирается значение Y

4
 как распределение 5.

Шаг 15. Для Y
4 
значения частных критериев оптималь-

ности составляют:
ФP = 0,8* 348672,42 грн + 0,2* 391878,97 грн = 357313,73 грн.,

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 24)5,24max()21*2,0,30*8,0max( ===Φt  дня.

№ Доля заказа u1 Доля заказа u2 
Стоимость части 

заказа u1 
Стоимость части 

заказа u2 
Общая стоимость 

заказа 

1 0 1 0,00 391 878,97 391 878,97 

2 0,2 0,8 69 734,48 313 503,18 383 237,66 

3 0,4 0,6 139 468,97 235 127,38 374 596,35 

4 0,6 0,4 209 203,45 156 751,59 365 955,04 

5 0,8 0,2 278 937,94 78 375,79 357 313,73 

6 1 0 348 672,42 0,00 348 672,42 

№ Доля заказа u1 Доля заказа u2 
Срок исполнения 

заказа u1 
Срок исполнения 

заказа u2 
Общий срок 

исполнения заказа 

1 0 1 0 21 21 

2 0,2 0,8 6 17 17 

3 0,4 0,6 12 13 13 

4 0,6 0,4 18 9 18 

5 0,8 0,2 24 5 24 

6 1 0 30 0 30 
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Шаг 16. Определяются меры изменения качества ре-
шения при переходе от Y

2 
к Y

4.

0,0461
374596,35

357313,73  374596,35
),(

~
42 =

−
=ΦΔ YYP ;

0,4583
24

24  13
),(

~
42 −=

−
=ΦΔ YYt .

Максимальное снижение качества решения при пе-
реходе от Y

2 
к Y

4
 составляет:

0,2108)0,45838(*46,0),(
~

42min −=−=ΦΔ YY .

Максимальное повышение качества решения при
переходе от Y

2 
к Y

4
 составляет:

0,0249 0,0461*54,0),(
~

42max ==ΦΔ YY .

Поскольку

),(
~

)(
~

42min4,2max YYYY ΦΔ<ΦΔ ,

превосходящим решением является Y2.
Шаг 17. Выбирается значение Y

5
 как распределение 6.

Шаг 18. Для Y
5 
значения частных критериев оптималь-

ности составляют:

ФP = 348672,42 грн.,

Фt = 30 дней.

Шаг 19. Определяются меры изменения качества ре-
шения при переходе от Y

2 
к Y

5
.

0,0692
374596,35

348672,42  374596,35
),(

~
52 =

−
=ΦΔ YYP ,

0,5667
30

30  13
),(

~
52 −=

−
=ΦΔ YYt .

Максимальное снижение качества решения при пе-
реходе от Y

2 
к Y

5
 составляет:

0,2607)0,5667(*46,0),(
~

52min −=−=ΦΔ YY .

Максимальное повышение качества решения при
переходе от Y

2 
к Y

5
 составляет:

0,0374 0,0692*54,0),(
~

52max ==ΦΔ YY .

Поскольку

),(
~

)(
~

52min5,2max YYYY ΦΔ<ΦΔ ,

превосходящим решением является Y2.
Таким образом, за 19 шагов был совершен полный

перебор дискретного множества решений, заданных в
таблицах 1 и 2. После завершения перебора наилучшим
решением оказалось решение Y

2
, которое соответствует

распределению 3. Оптимальным решением задачи бу-
дет заключение контракта на 40 % заказа (455 м кабеля) с
подрядчиком «Энергопром», и на 60 % заказа (682 м
кабеля) с подрядчиком ООО «КОРТ».

При этом общая стоимость заказа уменьшается на
4 %, и общий срок исполнения заказа уменьшается на
38 % относительно решения, при котором весь заказ вы-
полняет подрядчик ООО «КОРТ».

ВЫВОДЫ

Предложенный метод многокритериальной оптими-
зации позволил распределить объем заказа между не-
сколькими поставщиками согласно критериям стоимос-
ти и срока исполнения заказа. При этом он учитывает
относительные коэффициенты важности критериев, что
позволяет отыскать оптимальное решение в том случае,
когда критерии не равнозначны для текущего тендера.

Использование предложенного метода позволяет еще
на этапе проведения тендера минимизировать затраты
на заказы, уменьшить общее время выполнения заказа
относительно планового, и избежать возможных задер-
жек в поставках.
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УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО
ПРОЕКТИРОВАНИЯ СИСТЕМ С ИНТЕРВАЛЬНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

Рассмотрена задача оптимизации неполностью определенных (недетерминированных)
функций, т.е. функций с параметрами, заданными лишь с точностью до интервала.
Показано, что решение этой проблемы требует также рассмотрения задачи определения
устойчивости оптимума к варьированию значений параметров функции. Предлагается
метод нахождения оптимума функций и определения его устойчивости методами
интервальной математики.

Ключевые слова: оптимизация систем, неопределенность, устойчивость оптимума,
варьирование параметров, интервальная математика.

ВВЕДЕНИЕ

На сегодняшний день в мире имеется обширная ли-
тература по оптимизации (оптимальному проектирова-
нию) различных систем с детерминированными пара-
метрами – технических, экономических и т. д. Соответ-
ствующие задачи формулируются как задачи
математического программирования с целевыми функ-
циями и функциями ограничений, параметры которых
являются детерминированными величинами. Однако на
практике по объективным причинам чаще встречаются
системы с недетерминированными параметрами. Оп-
тимизация такого рода систем формализуется в виде за-
дач математического программирования с целевыми
функциями и функциями ограничений, параметры ко-
торых – различные недетерминированные величины:
случайные, нечеткие, интервальные и т. д. Эти задачи,
вообще говоря, сложнее детерминированных. Они тре-
буют обобщения понятия экстремума функции, выяс-
нения условия его существования, связанных с недетер-
минированностью параметров функции, и создания спе-
циальных методов поиска экстремума таких функций.

Известно три различных подхода к решению неде-
терминированных задач математического программиро-
вания: детерминированный, вероятностный [1] и интер-
вальный [2]. Детерминированный подход заключается в
решении задачи для определенных значений ее парамет-
ров, выбранных внутри соответствующих заданных обла-
стей неопределенности. Например, могут быть выбраны
центры (середины) областей неопределенности парамет-
ров (центральная стратегия), наихудшее сочетание значе-
ний параметров задачи (пессимистическая стратегия), их
наилучшее сочетание (оптимистическая стратегия) и т. д.
Вероятностный подход заключается в решении задачи для
усредненных (ожидаемых, в смысле математического
ожидания) значений ее параметров, что предполагает за-
дание вероятностной меры внутри соответствующих об-
ластей неопределенности. Оба указанных подхода объе-
диняет предварительная детерминизация параметров за-

© Левин В. И., 2013

дачи, выполняемая перед ее оптимальным решением.
В отличие от них, интервальный подход не предполагает
детерминизации параметров задачи, которые задаются в
интервальной форме – в данном подходе оптимальное
решение задачи проводится в ее «естественной форме»,
т.е. на основе прямого сравнения недетерминированных
значений целевой функции, соответствующих различным
значениям вектора аргументов, и выборе оптимального
(максимального или минимального) значения данной
функции. Достоинства и недостатки указанных трех под-
ходов рассмотрены в [1–8].

Изложенные подходы к решению недетерминирован-
ных задач математического программирования, при
всем их очевидном различии, объединяет одна суще-
ственная черта. А именно, все они предназначены для
решения задач оптимизации, в которых параметры целе-
вых функций и функций ограничений точно не извест-
ны. Поэтому мы не можем ограничиться простым отыс-
канием оптимального решения нашей задачи, исполь-
зуя один из упомянутых выше методов. В самом деле,
из-за отсутствия при решении задачи точных значений
ее параметров может оказаться, что действительные зна-
чения параметров задачи несколько отличаются от тех,
которые были приняты в процессе отыскания решения.
В этом случае, для того чтобы найденное оптимальное
решение задачи имело содержательный прикладной
смысл, нам нужно, чтобы оно еще обладало следую-
щим свойством: при небольшом варьировании значе-
нии параметров решаемой задачи ее оптимальное ре-
шение должно по-прежнему существовать. При этом
точка, в которой достигается оптимум целевой функции,
может переместиться из исходного положения в новое
положение, которое, однако, должно быть близко к ис-
ходному. Другими словами, требуется, чтобы найден-
ное оптимальное решение неполностью определенной
(недетерминированной) задачи математического про-
граммирования было устойчивым относительно неболь-
ших количественных изменений ее параметров.
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1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим сначала детерминированный случай.
Пусть задана некоторая произвольная непрерывная фун-
кция n переменных

1( ,..., )ny F x x= , (1)

где параметры (коэффициенты) ее явного представле-
ния , 1,kp k l= , известны точно. Будем рассматривать
функцию (1) в ограниченной области, определяемой
системой ограничений

1Ф ( ,..., ) , 1, }i n ix x b i m≤ = , (2)

в которой параметры , 1,sq s t= , явного представления
функций ограничений Фi  и правые части ib  также изве-
стны точно.

Тогда относительно функции (1) можно сформули-
ровать полностью определенную задачу условной опти-
мизации (задачу математического программирования)

1( ,..., ) maxnF x x = , (3)

при условии

1Ф ( ,..., ) , 1, }i n ix x b i m≤ = . (4)

Решением задачи (3), (4) является некоторая точка
* * *

1( ,..., )nx x x=  (множество точек *{ }M x= ) области (4), в
которой целевая функция F  достигает максимальногоо
значения maxF . В современномм математическом про-
граммировании разработано множство различных ме-
тодов эффективного решения задач вида (3), (4), ориен-
тирующихся на тип целевой функции F , а также функ-

ций ограничений Ф , 1,i i m= .
Предположим теперь, что в задаче оптимизации (3),

(4) параметры явного представления целевой функции
F , а также параметры явного представления функций
ограничений Фi и правые части ограничений ib  извест-
ны не точно, а приближенно. Тогда, в соответствии со
сказанным в п. 1, мы должны совместно с задачей услов-
ной оптимизации (3), (4) рассматривать еще следующую
задачу: проверка устойчивости (неустойчивости) реше-
ния задачи (3), (4) относительно небольших количествен-
ных изменений ее параметров.

В отличие от существующих сегодня методов изуче-
ния устойчивости решения задач оптимизации [5], бу-
дем рассматривать все возможные количественные из-
менения каждого параметра задачи как единое целое.
Такое рассмотрение позволяет задавать все возможные
количественные изменения параметров задач оптими-
зации в теоретико-множественных терминах. Простей-
ший способ такого задания заключается в том, чтобы
задать совокупность указанных изменений параметров
задачи в виде соответствующих числовых интервалов.
Преимущество такого подхода к изучению устойчивос-
ти решения задач оптимизации состоит в том, что в его

рамках изучать устойчивость задач оптимизации мож-
но с помощью хорошо разработанных методов интер-
вальной математики [9].

Итак, совместно с полностью определенной задачей
(3), (4) мы должны рассмотреть производную от нее ин-
тервальную задачу условной оптимизации

1( ,..., ) maxnF x x =� , (5)

при условии

1Ф ( ,..., ) , 1, }i n ix x b i m≤ =�� . (6)

Целевая функция F�  интервальной задачи оптимиза-
ции (5), (6) получается из целевой функции F  искомой,
полностью определенной задачи оптимизации (3), (4)

путем замены ее точных параметров , 1,kp k l= , соответ-
ствующими интервальными параметрами

1 2[ , ], 1,k k kp p p k l= =� , которые и определяют интерваль-

ную целевую функцию F� . Аналогично этому, любая
функция ограничений Ф , 1,i i m=� , интервальной задачи
условной оптимизации (5), (6) получается из соответству-
ющей функции Ф , 1,i i m= , исходной полностью опре-
деленной задачи (3), (4) заменой ее точно известных па-

раметров , 1, , 1,siq s t i m= = , соответствующими интер-

вальными параметрами 1 2[ , ], 1, , 1,si si siq q q s t i m= = =� .

Точно так же интервальные параметры 1,ib ,i m=� , в огра-
ничениях интервальной задачи условной оптимизации
(5), (6) заменяют собой соответствующие точно извест-
ные параметры 1,ib , i m=  в ограничениях исходной, пол-
ностью определенной задачи оптимизации (3), (4).

Будем называть полностью определенную задачу ус-
ловной оптимизации (математического программиро-
вания) (3), (4) макроустойчивой, если она имеет реше-
ние и, кроме того, имеет решение производная от нее
интервальная задача оптимизации (5), (6).

Далее, будем называть полностью определенную за-
дачу условной оптимизации (математического програм-
мирования) (3), (4) микроустойчивой, если она макро-
устойчива и, сверх того, существует пара решений
( , )x x′ ′′ , где 1( ,..., )nx x x′ ′ ′=  – некоторая точка решения за-

дачи оптимизации (3), (4), а 1( ,..., )nx x x′′ ′′ ′′=  – некоторая
точка решения задачи (5), (6), расстояние между которы-
ми ( , )D x x′ ′′  не превосходит заданной достаточно малой
величины d .

Задача настоящего исследования – разработать алго-
ритмы определения макро- и микроустойчивости пол-
ностью определенных задач условной оптимизации типа
(3), (4).

2 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ

В основу решения поставленной задачи положим
аппарат интервальной математики [9], где алгебраичес-
кие операции над интервальными числами
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1 2 1 2[ , ], [ , ]a a a b b b= =�� ,... вводятся как следующие теоре-
тико-множественные конструкции

{ | , },a b a b a a b b a b+ = + ∈ ∈ − =� � �� � �

{ | , }, { | }a b a a b b ka ka a a= − ∈ ∈ = ∈�� � � ,... (7)

и т. д. Другими словами, любая операция над интервала-
ми определяется на основе соответствующей операции
над точечными величинами, при условии, что конкрет-
ные значения величин пробегают все возможные значе-
ния из соответствующих интервалов. Из введенных ал-
гебраических операций над интервалами вытекают про-
стые правила выполнения операций:

1 2 1 2 1 1 2 2[ , ] [ , ] [ , ],a a b b a b a b+ = + +

1 2 1 2 1 2 2 1[ , ] [ , ] [ , ];a a b b a b a b− = − −

1 2
1 2

2 1

[ , ], 0,
[ , ]

[ , ], 0;

ka ka k
k a a

ka ka k

>⎧
= ⎨ <⎩

1 2 1 2
, ,

[ , ] [ , ] [min( ),max( )];i j i j
i j i j

a a b b a b a b⋅ = ⋅ ⋅

1 2 1 2 1 2 2 1[ , ] / [ , ] [ . ] [1/ , 1/ ].a a b b a a b b= ⋅ (8)

Введем теперь операции сравнения интервальных
чисел [2, 8]. Попытаемся сравнить интервалы 1 2[ , ]a a a=�
и 1 2[ , ]b b b=� , рассматривая их как интервальные числа.

Естественно начать со сравнения интервалов a�  и b�  на
базе сравнений в отдельных парах вещественных чисел
( , )i ja b , где ,i ia a b b∈ ∈ �� . Однако такой подход приведет нас
к провалу, так как в общем случае одни пары чисел ( , )i ja b

будут находиться в отношении i ja b> , а другие – в про-

тивоположном отношении: i ja b< . Единственное, что
остается – реализовать операцию сравнения интервалов
на теоретико-множественном уровне, подобно алгебра-
ическим операциям над интервалами (7). В соответствии
со вышесказанным, введем операции взятия максиму-

ма ∨ и минимума ∧ двух интервальных чисел 1 2[ , ]a a a=�
и 1 2[ , ]b b b=�  в виде конструкций

{ | , }a b a b a a b b∨ = ∨ ∈ ∈� �� � ,

{ | , }a b a b a a b b∧ = ∧ ∈ ∈� �� � .  (9)

Операция взятия максимума (минимума) из двух
интервалов a�  и b�, согласно (9), определяетсяся как нахож-
дение максимума (минимума) из двух точечных вели-
чин a  и b, при условии, что конкретные значения этих
величин пробегают все возможные значения соответ-
ственно из интервалов a�  и b�. Чтобы интервалы a�  и b�
можно было сравнить по величине, установив их отно-

шение (a b≥ ��  или a b≤ �� ),  нужно, чтобы: 1) введенные

операции ,∨ ∧  над этими интервалами существовали; 2)
их результатом был один из операндов a�  или b� ; 3) опера-
ции ,∨ ∧  были согласованными между собой, т. е. было
выполнено условие: если большим (меньшим) является
один из интервалов ,a b�� , то меньшим (большим) являет-
ся другой из них. Условие сравнимости величин двух
интервалов является, очевидно, необходимым и доста-
точным условием. Однако легко доказать, что условие
согласованности операций ∨ и ∧ над интервалами вы-

полняется всегда (для любой пары интервалов ( , )a b�� ).
Также всегда (для любой пары интервалов) выполняется
условие существования введенных нами выше опера-
ций взятия максимума ∨  и минимума ∧  двух интерва-
лов, причем результатом операции оказывается некото-
рый, вообще говоря, новый интервал. В конечном итоге
необходимое и достаточное условие сравнимости ин-
тервалов a�  и b�  превращается в условие, по которомуму
операции a b∨ ��  и a b∧ ��  должны даватьть в результате обя-

зательно один из интервалов-операндов:  a� или b�.  Такая
формулировка условия сравнимости интервалов дает
возможность получения его в конструктивной форме,
пригодной, к тому же, для практического применения.
Это является базовой формой условия.

Теорема 1. Для сравнимости двух интервалов

1 2[ , ]a a a=�  и 1 2[ , ]b b b=�  и их нахождения между собой в
отношении a b≥ ��  необходимо и достаточно, чтобы од-
ноименные границы этих интервалов удовлетворяли ус-
ловиям

1 1 2 2,a b a b≥ ≥ ,  (10)

а для сравнимости этих интервалов и их нахождения меж-

ду собой в отношении a b≤ ��  – чтобы удовлетворялись
следующие условия:

1 1 2 2,a b a b≤ ≤ . (11)

Согласно утверждению теоремы 1, интервалы a�  и b�
являются сравнимыми и находятся в определенном от-
ношении порядка a b≥ ��  или a b≤ ��  только когда в таком жее
отношении находятся их одноименные границы 1 1,a b  и

2 2,a b . Другими словами, для сравнимости интервалов
меньший интервал должен быть сдвинут обеими грани-
цами влево относительно большего интервала. Итак, с
помощью теоремы 1 сравнение двух интервалов и вы-
бор большего (меньшего) из них сводится к сравнению
одноименных границ этих интервалов, являющихся точ-
но известными вещественными числами.

Теорема 2. Для несравнимости двух интервалов

1 2[ , ]a a a=�  и 1 2[ , ]b b b=� , т. е. для того, чтобы они не нахо-о-

дились ни в отношении a b≥ �� , ни в отношении a b≤ �� ,
необходимо и достаточно, чтобы одноименные грани-
цы интервалов удовлетворяли условиям

1 1 2 2 1 1 2 2, или ,a b a b b a b a< > < > . (12)
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Стоит отметить, что условия (12) обозначают ту ситу-
ацию, когда один интервал на числовой оси полностью
«накрывает» другой.

Теорема 2 показывает существование случаев не-
сравнимости интервалов. Несравнимость некоторых
интервалов – естественное следствие того, что, в отли-
чие от точных вещественных чисел, интервальные числа
задаются с некоторой неопределенностью (точно извес-
тно, что вещественное число принимает некоторое зна-
чение в заданном интервале, но не известно, какое имен-
но это значение). Далее, теоремы 1 и 2, посвященные
сравнению пар интервалов, можно обобщить на систе-
мы с произвольным числом интервалов.

Теорема 3. Для существования в системе интервалов

1 2 1 2(1) [ (1), (1)], (2) [ (2), (2)],...a a a a a a= =� �  максимального ин-

тервала необходимо и достаточно, чтобы его границы
располагались относительно одноименных границ всех
остальных интервалов согласно следующим условиям

1 1 1 1(1) (2), (1) (3),...;a a a a≥ ≥

2 2 2 2(1) (2), (1) (3),...a a a a≥ ≥ (13)

Условия-неравенства (13) записаны для конкретного
случая, когда максимальным является интервал (1)a� , чтоо
не ограничивает общности.

Теорема 4. Для существования в системе интервалов

1 2 1 2(1) [ (1), (1)], (2) [ (2), (2)],...a a a a a a= =� �  минимального ин-

тервала необходимо и достаточно, чтобы его границы
были расположены относительно одноименных границ
всех остальных интервалов согласно условиям

1 1 1 1(1) (2), (1) (3),...;a a a a≤ ≤

2 2 2 2(1) (2), (1) (3),...a a a a≤ ≤ (14)

Условия (14), аналогично условиям (13), записаны для
случая, когда минимальным является интервал (1)a� , чтоо
не ограничивает общности.

Теоремы 3, 4 означают, что интервал является макси-
мальным (минимальным) из интервалов системы толь-
ко если максимальны (минимальны) его нижняя грани-
ца – среди нижних границ всех интервалов – и верхняя
граница – среди верхних границ всех интервалов.

3 МАКРОУСТОЙЧИВОСТЬ ЗАДАЧИ
УСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Обратимся к полностью определенной задаче услов-
ной оптимизации (3), (4) и опишем метод установления
макроустойчивости этой задачи. Полностью определен-
ная задача условной оптимизации (3), (4) по определению
(см. п. 2) является макроустойчивой, если она сама и про-
изводная от нее интервальная задача условной оптимиза-
ции (5), (6) имеют решения. Существование решения пол-
ностью определенной задачи условной оптимизации (3),
(4) можно установить с помощью общеизвестных мето-

дов математического программирования [10–12], так что
здесь нет никаких проблем. Сложнее обстоит дело с про-
веркой существования решения интервальной задачи ус-
ловной оптимизации (5), (6). Здесь эффективным оказы-
вается применение детерминизационного метода реше-
ния задач интервальной оптимизации [2, 8, 13].

Интервальная задача условной оптимизации (5), (6)

имеет интервальную целевую функцию 1( ,..., )nF x x� , ин-

тервальные функции ограничений Ф ,1,i m� , в левых час-

тях ограничений и интервальные параметры , 1,ib i m=� ,

в правых частях. Используя формулы элементарных пре-

образований интервалов (8), функции F�  и Фi
�  можно

представить явно в интервальной форме. Так же можно

представить и параметры ib� . Все эти представления за-

писываются в виде

1 1 1 2 1

1 1 1 2 1

1 2

( ,..., ) [ ( ,..., ), ( ,..., )],

Ф ( ,..., ) [Ф ( ,..., ),Ф ( ,..., )], 1, ,

[ , ], 1, .

n n n

i n i n i n

i i i

F x x F x x F x x

x x x x x x i m

b b b i m

=

= =

= =

�

�

�
 (15)

После этого всю интервальную задачу условной оп-
тимизации (5), (6) также можно переписать в явном ин-
тервальном виде

1 1 2 1[ ( ,..., ), ( ,..., )] maxn nF x x F x x = , (16)

1 1 2 1 1 2[Ф ( ,..., ),Ф ( ,..., )] [ , ], 1, }i n i n i ix x x x b b i m≤ = . (17)

От интервального представления задачи (16), (17) пе-
рейдем к ее эквивалентному представлению в виде пары
полностью определенных (детерминированных) задач
условной оптимизации, которое уже поддается реше-
нию. Для этого сначала по теореме 3 представим интер-
вальное уравнение (16) в виде эквивалентной пары де-
терминированных уравнений

1 1 2 1( ,..., ) max, ( ,..., ) maxn nF x x F x x= = . (18)

Далее, по теореме 1 представим систему интерваль-
ных неравенств (17) в виде эквивалентной системы обыч-
ных детерминированных неравенств

1 1 1 2 1 2Ф ( ,..., ) , Ф ( ,..., ) , 1,i n i i n ix x b x x b i m≤ ≤ = . (19)

Соединив пару уравнений оптимизации (18) с систе-
мой неравенств-ограничений (19), получаем совокуп-
ность двух полностью определенных задач условной оп-
тимизации вида (3), (4)

1 1

1 1 1

2 1 2

( ,..., ) max,

Ф ( ,..., ) , 1, ,

Ф ( ,..., ) , 1, ,

n

i n i

i n i

F x x

x x b i m

x x b i m

=

⎫≤ = ⎪
⎬

≤ = ⎪⎭
(20)
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2 1

1 1 1

2 1 2

( ,..., ) max,

Ф ( ,..., ) , 1, ,

Ф ( ,..., ) , 1, ,

n

i n i

i n i

F x x

x x b i m

x x b i m

=

⎫≤ = ⎪
⎬

≤ = ⎪⎭
(21)

эквивалентную исходной интервальной задаче условной
оптимизации (5), (6). Задачу (20) будем называть нижней
граничной задачей интервальной задачи (5), (6), а задачу
(21) – верхней граничной задачей. Итак, для получения
решения интервальной задачи (5), (6) нужно решить ее
нижнюю (20) и верхнюю (21) граничные задачи. В общем
случае решение нижней граничной задачи имеет вид

н 1,max{ ( ), }M x F , а верхней граничной задачи – вид

в 2,max{ ( ), }M x F .

Здесь н в( ), ( )M x M x  – множества точек решения
1( ,..., )nx x x=  нижней и верхней граничных задач, а

1,max 2,max,F F  – полученные максимальные значения
целевых функций этих задач. Решение интервальной за-
дачи оптимизации (5), (6) формируется из решений ее
нижней и верхней граничных задач и имеет вид

*
н в max 1,max 2,max{ ( ) ( ); [ , ] }x M x M x F F F∈ ∩ =� . (22)

Согласно (22), в качестве точки решения *x  интер-
вальной задачи оптимизации (5), (6) выбирается любая
точка из пересечения множеств точек решения ее ниж-
ней и верхней граничных задач, а в качестве максималь-

ного значения интервальной целевой функции maxF�  –
интервал от максимального значения целевой функции
нижней задачи 1,maxF  до максимального значения целе-
вой функции верхней задачи 2,maxF .

Из выполненного процесса построения решения ин-
тервальной задачи условной оптимизации вида (5), (6) и
определения макроустойчивости полностью определен-
ной задачи условной оптимизации (3), (4) вытекает сле-
дующая основная теорема.

Теорема 5. Для того чтобы полностью определенная
задача условной оптимизации (3), (4) была макроустой-
чива, необходимо и достаточно, чтобы: 1) эта задача име-
ла решение; 2) интервальная задача оптимизации (5), (6),
производная от задачи (3), (4), имела нижнюю и верхнюю
граничные задачи, обладающие решениями; 3) множе-
ства решений нижней и верхней граничных задач интер-
вальной задачи оптимизации (5), (6) пересекались.

Сформулированная выше теорема 5 определяет сле-
дующий алгоритм для проверки произвольной полнос-
тью определенной (детерминированной) задачи условной
оптимизации, имеющей вид (3), (4), на макроустойчивость:

Шаг 1. Используя подходящие для конкретного типа
целевой функции методы решения полностью опреде-
ленных (детерминированных) задач условной оптимиза-

ции [10–12], ищем решение 1( ,..., )nx x x′ ′ ′=  задачи (3), (4).
Одновременно с этим проверяется и существование (не-
существование) решения этой задачи.

Шаг 2. Задаваясь некоторыми подходящими значе-
ниями интервальных параметров целевой функции F ,

функций ограничений Ф , 1,i i m= , и правых частей ог-

раничений , 1,ib i m=  полностью определенной задачи
условной оптимизации (3), (4), строим производную от
нее интервальную задачу условной оптимизации (5), (6).

Шаг 3. Используя формулы интервальной матема-
тики (8), выражающие результаты элементарных преоб-
разований интервалов, представляем целевую функцию
F� , функции ограничений Ф , 1,i i m=� , а также правые
части ограничений , 1,ib i m=� , интервальной задачи ус-
ловной оптимизации (5), (6) в интервальной форме (15).

Шаг 4. По найденным на шаге 3 интервальным пред-

ставлениям функций , Ф , 1,iF i m=� � , и параметров

, 1,ib i m=� , формируем нижнюю (20) и верхнюю (21) гра-
ничные задачи интервальной задачи оптимизации (5), (6).

Шаг 5. Используя те же самые методы, что и на
шаге 1, ищем решения оптимизационных задач (20) и (21).
Одновременно с этим проверяем существование или не-
существование решений указаных задач. Полные реше-
ния задач условной оптимизации вида (20, (21) имеют со-

ответственно вид н 1,max в 2,max{ ( ), },{ ( ), }M x F M x F , где

н ( )M x  – множество точек x решения нижней, в ( )M x  –
множество точек x решения верхней граничной задачи.

Шаг 6. Проверяется наличие (отсутствие) пересече-
ния найденных в результате решения задач (20) и (21)
множеств н в( ), ( )M x M x .

Итог. Если в результате работы алгоритма выясни-
лось, что полностью определенная задача условной оп-
тимизации (3), (4) имеет решение, а производная от нее
интервальная задача (5), (6) имеет нижнюю и верхнюю
граничные задачи, обладающие решениями, причем
множества этих решений пересекаются, то задача опти-
мизации (3), (4) является макроустойчивой. В против-
ном случае задача (3), (4) не является макроустойчивой.

4 МИКРОУСТОЙЧИВОСТЬ ЗАДАЧИ
УСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Снова обратимся к полностью определенной задаче
условной оптимизации (3), (4) и опишем метод установ-
ления микроустойчивости этой задачи.

Полностью определенная задача условной оптими-
зации (3), (4) по определению (см. п. 2) является микро-
устойчивой, если она обладает свойством макроустой-
чивости и, кроме того, существует пара решений ( , )x x′ ′′ ,
где 1( ,..., )nx x x′ ′ ′=  – некоторое решение исходной полно-
стью определенной задачи (3), (4), а 1( ,..., )nx x x′′ ′′ ′′=  – ка-
кое-то решение производной от нее интервальной зада-
чи условной оптимизации (5), (6), расстояние между ко-
торыми ( , )D x x′ ′′  не превосходит заданной достаточно
малой величины d . Из этого определения напрямую
вытекает следующий алгоритм проверки произвольной
полностью определенной задачи условной оптимизации
вида (3), (4) на микроустойчивость.
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Шаг 1. С помощью 6-шагового алгоритма, изложен-
ного в п. 4, проверяем задачу (3), (4) на макроустойчи-
вость. В случае отрицательного результата (задача (3), (4)
не макроустойчива) конец алгоритма, с выводом: задача
(3), (4) не является микроустойчивой. При положитель-
ном результате проверки (задача (3), (4) макроустойчи-
ва) переход к шагу 2.

Шаг 2. Выбираем некоторую произвольную точку
решения 1( ,..., )nx x x′ ′ ′=  задачи (3), (4), найденную на шагее
1. После этого добавляем к ней какую-либо точку реше-
ния 1( ,..., )nx x x′′ ′′ ′′=  соответствующей интервальной зада-
чи (5), (6), также найденную на шаге 1. В результате полу-
чаем пару решений ( , )x x′ ′′  указанных двух задач.

Шаг 3. Вычисляем величину расстояния ( , )D x x′ ′′
между точками решения ,x x′ ′′ указанных двух задач, ис-
пользуя для этого формулу

2 2
1 1( , ) ( ) ... ( )n nD x x x x x x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′= − + + − . (23)

Шаг 4. Проверяем выполнение неравенства, сравни-
вающего расстояние ( , )D x x′ ′′  с некоторой изначально
заданной достаточно малой величиной d:

( , )D x x d′ ′′ ≤ . (24)

Если условие (24) выполнено, задача оптимизации (3),
(4) объявляется микроустойчивой и конец алгоритма.
В противном случае совершается переход к шагу 2, в
котором теперь к точке решения 1( ,..., )nx x x′ ′ ′=  задачи
(3), (4), найденной на шаге 1, добавляется какая-то другая
точка решения 1( ,..., )nx x x′′ ′′ ′′=  задачи (5), (6) из числа най-
денных на шаге 1. В результате получаем новую пару
решений ( , )x x′ ′′  и т. д.

Итог. Если в результате работы алгоритма после не-
которого достаточного числа шагов получена пара ре-
шений ( , )x x′ ′′ , удовлетворяющая неравенству (24), про-
цедура останавливается и задача (3), (4) объявляется мик-
роустойчивой. В противном случае процедура также
останавливается, но задача (3), (4) признается не облада-
ющей свойством микроустойчивости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье показано, что проблема оптимизации непол-
ностью определенных функций не может ограничиться
только отысканием точки оптимума и значения в ней на-
шей функции, но и должна включать в себя задачу опре-
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деления устойчивости найденного оптимума. Последнее
означает, что при небольшом варьировании параметров
оптимизируемой функции ее оптимум должен по-пре-
жнему существовать и находиться в точке, близкой к точ-
ке исходного оптимума. Для установления устойчивости
оптимума неполностью определенных функций предло-
жена специальная эффективная методика, основанная на
аппарате интервальной математики.

Левін В. І.
Д-р техн. наук, професор, Пензенській державний технологічний університет, Росія
СТАБІЛЬНІСТЬ ВИРІШЕННЯ ЗАВДАНЬ ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТУВАННЯ СИСТЕМ З ІНТЕРВАЛЬНИМИ

ПАРАМЕТРАМИ
Розглянуто задачу оптимізації неповністю певних (недетермінованих) функцій, тобто функцій з параметрами, заданими лише

з точністю до інтервалу. Показано, що вирішення цієї проблеми потребує також розгляду завдання визначення стійкості оптиму-
му до варіювання значень параметрів функції. Пропонується метод знаходження оптимуму функцій і визначення його стійкості
методами інтервальної математики.

Ключові слова: оптимізація систем, невизначеність, стійкість оптимуму, варіювання параметрів, інтервальна математика.
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THE STABILITY OF SOLUTION OF SYSTEMS WITH UNDEFINED PARAMETERS OPTIMAL DESIGN PROBLEM
Our article considers the problem of optimization of incompletely specified functions, namely, functions which parameters are given

within range of possible values. It is shown that solution of this problem also requires solving problem of determining stability of
optimum of such functions to variation of values of their parameters. A method for obtaining such optimum of incompletely defined
functions is presented. Method uses determination of problem. It allows to split original non-deterministic problem into two optimization
problem of deterministic functions, which are solved separately. After that solutions are combined into one which is a solution of original
problem. The article also provides a method for determining the stability of the optimum found of incompletely defined functions by
methods of interval mathematics. We formulate 5 theorems determining the conditions for existence of optimum of incompletely defined
function and its resistance to changing the function parameters. Algorithms for verifying the stability function are given

Keywords: system optimization, uncertainty, stability of optimum, variation of parameters, interval mathematics.
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ПРОТОКОЛ СЛІПОГО ЕЛЕКТРОННОГО ЦИФРОВОГО ПІДПИСУ НА
ЕЛІПТИЧНИХ КРИВИХ НАД СКІНЧЕНИМ ВЕКТОРНИМ ПОЛЕМ

У даній статті пропонується реалізація протоколу сліпого електронного цифрового
підпису, що являє собою модифікацію стандарту ГОСТ Р 34.10-2001 на еліптичних кривих
над скінченим векторним полем. Аналізується захищеність запропонованого протоколу
за критерієм анонімності.

Ключові слова: сліпий електронний цифровий підпис, скінчене векторне поле,
еліптична крива.

ВСТУП

Останнім часом особливої актуальності набуло пи-
тання забезпечення чесності та прозорості процедури
виборів. У зв’язку з цим пильної уваги наукової спільно-
ти набули механізми електронного голосування. Одним
з методів реалізації такого механізму є використання
сліпого електронного цифрового підпису (ЕЦП). Оскіль-
ки на разі схеми сліпого ЕЦП не стандартизовані, широ-
ко використовуються як власноручно розроблені схеми,
так і модифікації існуючих стандартів.

В статті розглядається модифікація російського стан-
дарту ЕЦП ГОСТ Р 34.10-2001 «Информационная техно-
логия. Криптографическая защита информации. Процес-
сы формирования и проверки ЭЦП». Цей стандарт ба-
зується на математичному апараті еліптичних кривих (ЕК)
над простим полем Галуа. Для забезпечення необхідної
криптостійкості стандартом рекомендується використову-
вати параметри алгоритму розміром 256 біт і вище, що
зобумовлює достатню складність групової операції в групі
точок ЕК. Як варіант оптимізації групової операції можна
розглядати використання ЕК над скінченим векторним
полем (СВП), яке дозволяє зберегти необхідний порядок
групи точок ЕК при меншому розмірі елементів поля [1].

Сліпий ЕЦП вирішує специфічну задачу підтверджен-
ня справжності документів без розкриття їхнього автор-
ства і, завдяки цьому, може використовуватись в схемах
електронного голосування. В алгоритмі сліпого ЕЦП один
учасник формує документ, а інший підписує його всліпу
без можливості ознайомитися із вмістом. При цьому
важливо, щоб навіть підписувач не зміг встановити авто-
ра документа. Через це до інших критеріїв захищеності
схем ЕЦП у випадку сліпого підпису додається критерій
анонімності. Він показує неможливість визначити авто-
ра документа з боку підписувача, якщо він використову-
ватиме всі відомі йому параметри, які використовува-
лись при постановці підпису.

© Нікуліщев Г. І., 2013

1 ЕЛІПТИЧНІ КРИВІ НАД СКІНЧЕНИМ
ВЕКТОРНИМ ПОЛЕМ

Розглянемо одне з можливих розширень поля Галуа
GF(p) – скінчене векторне поле. В СВП входять вектори
певної довжини n

1 1 2 2 1 2... ( , ,..., )n n nv v e v e v e v v v= ⋅ + ⋅ + + ⋅ = , (1)

де ( ),  i iv GF p e∈  – базисні вектори,  1, 2,...,i n= .
На множині векторів визначимо операції додавання

та множення.
Додавання двох векторів  1 2( , ,..., )nu u u u=  та

1 2( , ,..., )nv v v v=  відбувається за формулою

1 1 2 2( mod , mod ,..., mod )n nw u v u v p u v p u v p= + = + + + . (2)

Одиничним елементом за операцією додавання є век-
тор 0 (0,0,...,0)u = . Відповідно, вектор 1 2( , ,..., )nu u u u=
називається оберненим до вектора 1 2( , ,..., )nv v v v= , якщо

0u v u+ = , тобто

1 2( mod , mod ,..., mod )nv u u p u p u p= − = − − − . (3)

Множення вектора v  на число k  реалізується за фор-
мулою

1 2( mod , mod ,..., mod )nk a k a p k a p k a p⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ . (4)

Позначимо операцію множення двох векторів знаком
°%. Ця групова операція мультиплікативної групи СВП
визначається асоціативною таблицею множення базис-
них векторів [1], коефіцієнти перемножуються за прин-
ципом множення многочленів. В якості одиничного еле-
мента СВП оберемо, наприклад, вектор 0 (1,0,...,0)v = .
Відповідно, два елементи СВП, результатом множення
яких між собою є одиничний елемент, називаються взає-
мно оберненими.
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Проілюструємо правило множення базисних векторів для

довжини вектора 2n =   за допомогою табл. 1, для  3n =  –

табл. 2. Значення розтягуючих коефіцієнтів τ і μ обчислю-
ються з системи характеристичних рівнянь, що задає існу-
вання оберненого вектора для будь-якого заданого v.

◦ 1e  2e  

1e  1e  2e  

2e  2e  2τ e⋅  

Таблиця 1. Множення базисних векторів СВП для 2n =

◦ 1e  2e  3e  

1e  1e  2e  3e  

2e  2e  3τ e⋅  1τ μ e⋅ ⋅  

3e  3e  1τ μ e⋅ ⋅  2μ e⋅  

Таблиця 2. Множення базисних векторів СВП для  3n =

Відповідно до табл.1 система характеристичних
рівнянь для 2n =  має вигляд

1 2

2 1

τ 1mod

0mod

v x v y p

v x v y p

⋅ + ⋅ ⋅ =
⋅ + ⋅ = (5)

Якщо визначник 2 2
1 2τ modv v pΔ = − ⋅  системи (5)

приймає нульове значення, то для вектора 1 2( , )v v v=  не
існує оберненого. Звідси, τ  має бути квадратичним неза-
лишком за модулем p. Тоді всі ненульові вектори СВП
будуть утворювати мультиплікативну групу порядку

2( 1)p − .
Відповідно до табл. 2 система характеристичних

рівнянь для n=3 має вигляд

1 3 2

2 1 3

3 2 1

τ μ 1mod ,

0mod ,

0mod .

v x v y v z p

v x v y v z p

v x v y v z p

⋅ + ⋅μ ⋅ ⋅ + τ ⋅ ⋅ ⋅ =

⋅ + ⋅ + μ ⋅ ⋅ =

⋅ + τ ⋅ ⋅ + ⋅ =
(6)

Якщо визначник системи (6) приймає нульове зна-
чення, то для вектора 1 2 3( , , )v v v v=  не існує оберненого.
Величина ( 1)p −  має ділитися на 3, а кожен з добутків

2τ ⋅μ та 2τ ⋅μ  має бути кубічним незалишком за модулем
p. Тоді всі ненульові вектори СВП будуть утворювати
мультиплікативну групу порядку 3( 1)p − .

Розглянемо визначення ЕК над СВП. Оскільки харак-
теристика СВП дорівнює p, то для 2p ≠  та 3p ≠  рівнян-
ня кривої можна записувати в скороченій формі

y y x x x a x b= + +D D D D , (7)

де , , ,x y a b  – елементи СВП.

Кожна пара векторів ,x y, що задовольняє рівнянню
(7), вважається точкою ЕК. Сукупність всіх точок ЕК ра-
зом з нескінченно віддаленою точкою О складає групу
точок ЕК над СВП.

Групова операція додавання точок ЕК над СВП визна-
чається аналогічно до групової операції додавання точок
ЕК над простим полем [2] з використанням операції мно-

ження векторів °. Координати точки ( , )U UU x y= , якаа

представляє  собою суму точок ( , )S SS x y=  та

( , )T TT x y= , визначаються за формулами

U S Tx x x= λ λ − −D , (8)

( )U S U Sy x x y= λ − −D .  (9)

Величина λ  обчислюється за формулою (10), якщо
S T≠

T S

T S

y y

x x

−
λ =

−
, (10)

або за формулою (11), якщо S T=

3

2

S S

S

x x a

y

⋅ +
λ =

⋅

D
, 3

2

S S

S

x x a

y

⋅ +
λ =

⋅
D ,  (11)

де a  – коефіцієнт ЕК.
Виконання умови гладкості

4 27 (0,0,...)a a a b b⋅ + ⋅ ≠D D D (12)

забезпечує утворення групи точками ЕК.
В криптографії застосовуються гладкі ЕК з великим

простим порядком групи точок. Порядок СВП дорівнює
np , отже оцінку порядка групи точок ЕК над СВП  # ( )E p

за теоремою Хассе [2] можна виразити наступним
співвідношенням

1 2 # ( ) 1 2n n n np p E p p p+ − ⋅ ≤ ≤ + + ⋅ . (13)

Згідно з нижньою границею співвідношення (13), для
досягнення порядку групи точок ЕК величиною, наприк-
лад, 178 біт, необхідно використовувати просте число p

величиною 90 біт за довжини вектора 2n = .

2 ПРОТОКОЛ СЛІПОГО ПІДПИСУ НА ОСНОВІ
ГОСТ Р 34.10-2001

Розглянемо наступний протокол сліпого ЕЦП, запро-
понований в  [3],  який базується на стандарті
ГОСТ Р 34.10-2001.

В схемі приймають участь дві сторони: підписувач А
та абонент Б. Абонент Б виступає в якості емітента доку-
мента m , який підписувач А має підписати наосліп. Вал-
ідатором може виступити будь-хто з них або третя особа.
Перевірка підпису відбувається за допомогою відкрито-
го ключа підписувача А.

,

.
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Загальні параметри: просте поле ( )GF p , ЕК над цим
полем з групою точок простого порядку q, базова точка
P, хеш-функція ()H .

Протокол складається з трьох етапів – генерація
ключів, постановка підпису, перевірка підпису.

Під час генерації ключів секретний ключ d  обираєть-
ся випадково з діапазону 1 d q< < . Відкритий ключ Q
отримується з нього за формулою

Q d P= ⋅ . (14)

Етап постановки підпису починає підписувач А, оби-
раючи одноразовий ключ k  з діапазону 1 k q< <  та об-
числюючи точку E за формулою

( , )E EE k P x y= ⋅ = . (15)

Підписувач А відправляє точку E абоненту Б.
Абонент Б формує хеш-образ повідомлення за

співвідношенням

( )h H m= . (16)

Після цього він випадково обирає маскуючі парамет-
ри α та β з діапазону 1 , q< α β <  і обчислює точку C  за
формулою

( , )C CC E P x y= α ⋅ + β ⋅ = . (17)

Абонент Б обчислює величини r  таа r ′ за формулами

modCr x q= , (18)

modEr x q′ = . (19)

Ці величини використовуються в формулі засліплен-
ня хеш-образу повідомлення

mod
r

h h q
r

′
′ = ⋅ ⋅α . (20)

Абонент Б пересилає засліплений хеш-образ повідом-
лення h′ підписувачу А.

Підписувач А ставить під ним засліплений підпис s′ за
допомогою власного секретного ключа d

( ) mods d r k h q′ ′ ′= ⋅ + ⋅ , (21)

та пересилає отримане значення абоненту Б.
Абонент Б має можливість перевірити справжність

засліпленого підпису s′ за допомогою співвідношення
(22), використовуючи відкритий ключ Q  підписувача А

s P r Q h E′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ . (22)

Якщо засліплений підпис проходить перевірку, або-
нент Б формує з нього остаточний підпис

( ) mod
r

s s h q
r

′= ⋅ + β ⋅
′

. (23)

Сліпим підписом під документом  m вважається пара
значень ,r s< >.

Валідатор при перевірці підпису { }, ,m r s< >  обчис-
лює точку R, використовуючи відкритий ключ Q підпи-
сувача А

( , )R Rs r
R P Q x y

h h
= ⋅ − ⋅ = . (24)

Підпис вважається справжнім, якщо виконується
співвідношення

modRr x q= .  (25)

Автором було доведено в [4], що наведений протокол
є захищеним за критерієм анонімності, тому він підхо-
дить для модифікації.

3 ПРОТОКОЛ СЛІПОГО ПІДПИСУ НА ЕК НАД
СВП

Автором пропонується протокол сліпого підпису,
який базується на вищенаведеному, однак використовує
математичний апарат ЕК над СВП.

В схемі приймають участь дві сторони: підписувач А
та абонент Б. Абонент Б виступає в якості емітента доку-
мента m , який підписувач А має підписати наосліп. Ва-
лідатором може виступити будь-хто з них або третя осо-
ба. Перевірка підпису відбувається за допомогою відкри-
того ключа підписувача А.

Загальні параметри: скінчене векторне поле з довжи-
ною вектора n – розширення простого поля ( )GF p , ЕК
над цим полем з групою точок простого порядку q, ба-
зова точка P, хеш-функція ()H .

Протокол складається з трьох етапів – генерація
ключів, постановка підпису, перевірка підпису.

Під час генерації ключів секретний ключ d  обираєть-
ся випадково з діапазону 1 d q< < . Відкритий ключ Q от-т-
римується з нього за формулою

Q d P= ⋅ . (26)

Оскільки ЕК задана над СВП, то при обчисленні суми
двох точок в цій та подальших формулах використову-
ються співвідношення (8–11).

Етап постановки підпису починає підписувач А, оби-
раючи одноразовий ключ k з діапазону 1 k q< < , обчис-
люючи точку E за формулою

( , )E EE k P x y= ⋅ = (27)

та відправляючи цю точку абоненту Б.
Абонент Б формує хеш-образ повідомлення за

співвідношенням

( )h H m= . (28)

Після цього він випадково обирає маскуючі парамет-
ри α та β з діапазону 1 , q< α β <  і обчислює точку C  за
формулою

( , )C CC E P x y= α ⋅ + β ⋅ = . (29)
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Абонент Б обчислює величини r та r′ за формулами

1

mod
n

C
i

i

r x q
=

= ∑ , (30)

1

mod
n

E
i

i

r x q
=

′ = ∑ , (31)

де 1 2( , ,..., )C C C C
nx x x x= , 1 2( , ,..., )E E E E

nx x x x= .
Абонент Б засліплює хеш-образ повідомлення за

співвідношенням

mod
r

h h q
r

′
′ = ⋅ ⋅α (32)

і пересилає засліплений хеш-образ повідомлення h′
підписувачу А.

Підписувач А формує засліплений підпис s′ за допо-
могою власного секретного ключа d

( ) mods d r k h q′ ′ ′= ⋅ + ⋅ , (33)

та пересилає отримане значення абоненту Б.
Абонент Б має можливість перевірити справжність

засліпленого підпису s′  за допомогою співвідношення
(34), використовуючи відкритий ключ Q  підписувача А

s P r Q h E′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ . (34)

Якщо засліплений підпис проходить перевірку, або-
нент Б формує з нього остаточний підпис

( ) mod
r

s s h q
r

′= ⋅ + β ⋅
′

.  (35)

Сліпим підписом під документом m  вважається пара
значень ,r s< >.

Валідатор при перевірці підпису { }, ,m r s< >  обчис-
лює точку R, використовуючи відкритий ключ Q підпи-
сувача А

( , )R Rs r
R P Q x y

h h
= ⋅ − ⋅ = . (36)

Підпис вважається справжнім, якщо виконується
співвідношення

1

mod
n

R
i

i

r x t
=

= ∑ . (37)

де ),...,,( 21
R

n
RRR xxxx = .

4 ОБЧИСЛЮВАЛЬНИЙ ПРИКЛАД ПРОТОКО-
ЛУ СЛІПОГО ПІДПИСУ НА ЕК НАД СВП

Побудуємо СВП на основі простого поля (11)GF  з
довжиною вектора 2n = . Правило множення задамо за

табл. 1. З огляду на систему (5) значення розтягуючого
коефіцієнта τ  необхідно обирати з набору чисел

}{2,6,7,8,10 , які є квадратичними незалишками за моду-
лем 11. Оберемо 7τ = .

Розглянемо ЕК з коефіцієнтами (1;3)a = , (5;6)b = .
Перевіримо умову гладкості  (12)
4 (1;3) (1;3) (1;3) 27 (5;6) (5;6) (0;3) (0,0)⋅ + ⋅ = ≠D D D .

Базова точка ((3;8), (4;9))P =  має простий порядок
113t = .
Згенеруємо ключі підписувача А. Оберемо секрет-

ний ключ 56d =  та отримаємо за формулою (26) відкри-
тий ключ 56 ((9;3), (9;9))Q P= ⋅ = .

Підписувач А обирає одноразовий ключ 28k =  таа
обчислює  за формулою (27) точку

28 ((7;4), (0;3))E P= ⋅ = .
Абонент Б емітує документ з хеш-образом 100h = ,

обирає маскуючі параметри 44α =  та 75β = , обчислює
за  формулою (29) точку

44 75 ((8;5), (10;0))C E P= ⋅ + ⋅ = .
Після цього абонент Б обчислює за формулами

(30–31) 8 5 131 2
C Cr x x= + = + =  та

7 4 111 2
E Er x x′ = + = + =  відповідно.

Абонент Б за формулою (32) засліплює повідомлення
11

100 44 mod  113 81
13

h′ = ⋅ ⋅ =  та пересилає отримане

значення підписувачеві А.
Підписувач А обчислює за формулою (33) засліпле-

ний підпис для отриманого значення
(11 56 28 81) mod113 59s′ = ⋅ + ⋅ =  та відправляє його або-

нентові Б.
Абонент Б перевіряє справжність підпису за

співвідношенням (34): в лівій частині співвідношення він
отримує 59 ((5;2), (2;5))P⋅ = ,  а в  правій

11 81 ((5;2), (2;5))Q E⋅ + ⋅ = . Оскільки значення в правій
та лівій частинах перевірочного співвідношення збігають-
ся, засліплений підпис вважається справжнім, і абонент
Б обчислює за формулою (35) остаточний підпис

13
(59 75 100) mod113 9

11
s = ⋅ + ⋅ = .

В результаті, під документом з хеш-образом 100h =
сформовано наосліп підпис , 13,9r s< >=< > .

Виконаємо перевірку сформованого підпису. За фор-
мулою (36) обчислимо точку

9 13
((8;5), (10;0))

100 100
R P Q= ⋅ − ⋅ = . В правій частині пе-

ревірочного співвідношення (37) отримаємо

8 5 131 2
R Rx x+ = + = . Ця величина збігається з 13r = ,

відповідно, підпис вважається справжнім.
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Варто відзначити, що використання СВП в схемі сліпо-
го ЕЦП не впливає на розмір підпису, зокрема, не при-
зводить до його збільшення. Також важливо, що в про-
цесі постановки підпису підписувач А не може дізнатися
ні оригінального хеш-образу документу h, ні остаточно-
го підпису ,r s< > під ним.

5 ПЕРЕВІРКА ЗАХИЩЕНОСТІ ПРОТОКОЛУ ЗА
КРИТЕРІЄМ АНОНІМНОСТІ

Для схем сліпого підпису, на відміну від інших різно-
видів ЕЦП, актуальною є атака порушення анонімності.
Спроба атаки може бути здійснена підписувачем за умо-
ви, що він зберігатиме всі відомі йому параметри схеми
сліпого підпису разом із ідентифікатором емітента для
кожної сесії постановки підпису. Накопичена база даних
може бути використана в атаці, яка полягає у спробі виз-
начення автора відомого документа m із підписомм

,r s< >, що проходить перевірку за допомогою відкрито-
го ключа підписувача Q.

В запропонованому протоколі атака порушення ано-
німності може бути здійснена наступним чином. Підпи-
сувач А для кожного рядка своєї бази даних має обчис-
лити ймовірні засліплюючи параметри ′α  та ′β  за фор-
мулами (38, 39)

mod
r h

t
h r

′⋅′α =
′⋅

, (38)

mod

r
s s

r t
h

′− ⋅
′′β = , (39)

За допомогою обчислених параметрів підписувач А
для кожного рядка бази даних обчислює точку R′ за фор-
мулою (40)

( , )R RR E P x y′ ′′ ′ ′= α ⋅ + β ⋅ = . (40)

Рядок бази даних, для якого виконається співвідношен-
ня (41) має вказати на емітента повідомлення

mod
1

n Rr x ti
i

′= ∑
=

. (41)

Таким чином, розглянутий протокол вважається за-
хищеним за критерієм анонімності.

ВИСНОВКИ

В статті розглядається протокол сліпого електронно-
го підпису на основі стандарту ГОСТ Р 34.10-2001 з вико-
ристанням математичного апарату еліптичних кривих
над скінченим векторним полем. Показано, що зміна
математичного апарату не впливає на захищеність схе-
ми сліпого підпису за критерієм анонімності.

В подальшому автором планується оцінка виграшу в
швидкодії та ресурсомісткості при використанні матема-
тичного апарату ЕК над СВП в схемах ЕЦП з рекомендо-
ваними параметрами.
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Як доведено автором в [4], точка R′ не залежить від
параметрів , ,h r s′ ′ ′ і завжди збігається з перевірочною
точкою R  (див. співвідношення (36)), що не дає підпису-
вачеві можливості визначити емітента.

r
s sr h rR E P E P

h r h

′− ⋅′⋅ ′′ ′ ′= α ⋅ + β ⋅ = ⋅ + ⋅ =
′⋅

( ) .
r s s r s r

s P r Q P P P Q R
h r h h r h h

′ ⋅′ ′= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ =
′ ′⋅ ⋅
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В данной статье предлагается реализация протокола слепой электронной цифровой подписи, представляющего собой моди-

фикацию стандарта ГОСТ Р 34.10-2001 на эллиптических кривых над конечным векторным полем. Анализируется защищен-
ность предлагаемого протокола по критерию анонимности.
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ

Всюди в навколишньому світі протікають різні про-
цеси, характер яких залежить від багатьох умов і фак-
торів. Змінюючи умови протікання процесів, людина
може впливати на їх характер, змінювати їх, пристосову-
вати до своїх цілей. Це втручання в природний хід проце-
су і являє собою сутність керування в широкому сенсі
слова. Можна сказати, що керування представляє собою
таку організацію того чи іншого процесу, яке забезпе-
чує досягнення певних цілей.

При розгляданні реальних керованих об’єктів перш за
все виникає задача керування рухом [1], яка зводиться до
розв’язку крайової задачі для системи звичайних дифе-
ренціальних рівнянь першого порядку, розмірності nn × .
Розв’язання таких задач приводить до певних труднощів,
що характерно для випадків керування системами, в яких
кількість процесів перевищує кількість відомостей про
початковий стан. На практиці розв’язність таких приклад-
них задач ґрунтується на «фізичних міркуваннях» та
немає строгого теоретичного підґрунтя.

Важливим частинним випадком є лінійні звичайні
системи матричних диференціальних рівнянь, які моде-
люють лінійні технологічні та економічні процеси [2]. Це
системи наступного вигляду:

,   ,)()()(= 0 TttutBtxtA
dt

dx
≤≤+ (1)

де ntx R)( ∈  – фазовий вектор, mtu R)( ∈  – вектор керу-

вання. Матриці )(tA  і )(tB  припускаються неперервни-
ми, розмірності nn×  і mn×  відповідно. Допустимим
керуванням вважається довільне кусково-неперервне
керування )(= tuu , причому всі точки розриву функції

)(= tuu  – першого роду (якщо такі є). Кожному такому
допустимому керуванню відповідає єдиний розв’язок
крайової задачі:

,   ),()()()(= 0 TtttutBtxtA
dt

dx
≤≤+ (2)

,=)( 0 αtMx (3)

де M  – матриця розмірності nm× , mR∈α . Зокрема,
цікавлять умови існування розв’язку крайової задачі (2)–
(3) і визначення функції )(tx , яка задовольняє крайовій
умові (3) при відомому вхідному процесі )(tu . Якщо про-
цес )(tx  отриманий, то визначення виходу системи )(ty
не представляється складним і виконується безпосеред-
ньо по рівнянню виходу )()()()(=)( tutDtxtCty +  [3, 4].

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ
І ПУБЛІКАЦІЙ

Сьогодні у теорії керування при аналізі лінійних сис-
тем традиційно використовують підходи, які є досить відо-
мими в теорії диференціальних рівнянь [5, 6, 7].

В залежності від вигляду крайової умови (3) отримує-
мо різні крайові задачі. Наприклад, в роботі [3] побудова-
но розв’язок для задачі Коші, коли nIM = , де nI  – оди-
нична матриця (визначено функцію )(tx  по заданому
початковому стану 0x  при відомому вхідному процесі

)(tu ), використовуючи поняття фундаментальної (пере-
хідної або імпульсної) матриці [2, 3] у вигляді

( ) ( ) ( ) ( )∫ ττττΦ+Φ
t

t

duBtxtttx

0

,,=)( 00 , (4)

де ( ) ( ) ( )0
1

0, tXtXtt −=Φ .

В роботі [4] розглянута крайова задача при [ ]Tt ;0∈  і
крайовою умовою загального вигляду ( ) α=⋅xA , nR∈α ,

де [ ] nn TD R;0: →A  – лінійний обмежений вектор-фун-

кціонал. Для розв’язності задачі вимагається, щоб

[ ] 0det ≠XA . (5)

Таким чином розв’язність крайової задачі не залежить
від неоднорідностей диференціального рівняння (2) і від

nR∈α . Із вигляду (5), очевидно, що розв’язність задачі
залежить тільки від фундаментальної матриці ( )tX  та век-
тор-функціонала A . При виконанні умови (5) розв’язок



78

МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ

задачі дається через матрицю Гріна

( )[ ] ( ) ( ) ( )∫ ττττ+α−
T

duBtGXtXtx
0

1 ,=)( A . (6)

В даній роботі розглядається випадок, коли не вимагаєть-
ся виконання умови (5). Більш того, не вимагається, навіть,
щоб матриця [ ]XA  була квадратною. В цьому випадку от-
римаємо крайову задачу, в якій кількість крайових умов не
співпадає з кількістю невідомих у системі [6, 7].

РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕННЯ

Наряду з неоднорідною крайовою задачею (2)–(3),
розглянемо однорідну крайову задачу

,   ),()(= 0 TtttxtA
dt

dx
≤≤ (7)

0=)( 0tMx . (8)

Розв’язок )(tx   рівняння (2)

,))()()()((=)(

0

0 dssusBsxsAxtx
t

t

++ ∫ (9)

неперервно-диференційований в кожній точці ];[ 0 Ttt ∈  і
задовольняє рівнянню (2) всюди на відрізку ];[ 0 Tt . Отжее
розв’язок )(tx  рівняння (2) будемо шукати в просторі

( )];[ 0
1 TtC  неперервно-диференційованих на ];[ 0 Tt

функцій.
Знайдемо умови існування та структуру розв’язків

неоднорідної скінченновимірної крайової задачі (2), (3).
Використовуючи апарат теорії псевдообернених мат-

риць [6, 7], знайдемо необхідні та достатні умови розв’яз-
ності крайової задачі (2), (3) в просторі неперервно-ди-

ференційованих на відрізку ];[ 0 Tt  функцій. Позначимо

через ),( τtX  – нормальну фундаментальну матрицю,
яка задовольняє матричному рівнянню:

);,()(=
),(

τ
τ

tXtA
dt

tdX

IX =),( ττ  – одинична матриця. Загальний розв’язок
матричного рівняння має вигляд [8]

),,(=)(      ),()(=)( 00 ttXtXtxxtXtx + (10)

де )(= 00 txx  – елемент простору nR , )(tx  – частинний
розв’язок неоднорідного рівняння (2), який може бути
записаний у вигляді

.)()()()(=)(

0

1 ττττ∫ − duBXtXtx
t

t

Підставимо (10) в крайову умову (3) та отримаємо на-
ступне алгебраїчне рівняння відносно елемента nx R0 ∈ :

,=0 αQx  (11)

де )(= 0tMXQ  – матриця, отримана підстановкою в край-
ову умову (3) нормальної фундаментальної матриці )(tX
однорідної системи (7).

Відомо [5], що алгебраїчна система (11) розв’язна тоді
і тільки тоді, коли права частина належить ортогонально-

му доповненню )(=)( QRQN ∗⊥  підпростору )( ∗QN ,
тобто виконується умова

0.=P
)(
α∗QN (12)

При цьому загальний розв’язок системи (11) має виг-
ляд

,P= )(0 cQx QN+α+ (13)

де +Q  – псевдообернена матриця по Пенроузу [9] до
матриці Q; c – довільний елемент з простору nR .

Підставимо 0x  у вираз (10), отримаємо загальний роз-
в’язок крайової задачі (2), (3) у вигляді

),]([)(P)(=)( )( tfKQtXctXtx QN +α+ + (14)

де )]([ tfK  – оператор Гріна задачі (2), (3), який діє на
функцію ( )];[)( 0 TtCtf ∈  наступним чином:

ττττ∫ − duBXtXtfK
t

t

)()()()(:=)]([

0

1 . (15)

Випадки крайових задач, для яких виконана одна з умов
nQ =rank  або nQ <rank , є відповідно некритичними і

критичними, де )(= 0tMXQ  – ( )nm×  – вимірна матриця,
отримана підстановкою у крайову умову нормальної
фундаментальної матриці ( )tX  однорідної системи (7).

Таким чином, доведено наступне твердження.
Теорема. Якщо 1rank nQ = , то однорідна крайова за-

дача (7)–(8) має 1nnr −=  і тільки r  лінійно незалежних
розв’язків. Неоднорідна крайова задача (2)–(3) розв’язна
тоді і тільки тоді, коли виконана умова 0=P

)(
α∗QN

 і при

цьому має r-параметричну родину розв’язків

+α+ +QtXctXctx rQNr )(P)(=),( )(

ττττ+ ∫ − duBXtX
t

t

)()()()(

0

1 , (16)

де QQIQN
+−=)(P , +

∗ − QQI
QN

=P
)(

 – ортопроектори

на ядро )(QN  і коядро )( ∗QN  матриці Q відповідно, +Q  –
псевдообернена матриця до матриці Q .
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Приклад

Нехай керуючий процес описується крайовою зада-

чею (2)–(3), де 3R)( ∈tx  – фазовий вектор,

Ttt =≤≤= 330 , ( ) 12 R1)( ∈+= ttu  – вектор керуван-

ня та  задані  матриці  
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Рівняння (11) представляє собою систему алгебраїч-
них рівнянь
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)(QN
, тому умо-

ва розв’язності (12) для даної крайової задачі виконана
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Неоднорідна крайова задача має 3-параметричну
родину розв’язків (формула (16)):
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У достовірності отриманого результату можна пере-
конатися елементарною перевіркою, а саме, підставити
(18) в крайову задачу (2)–(3).

ВИСНОВКИ

Робота присвячена знаходженню умов розв’язності
та побудови розв’язку критичних крайових задач, які ви-
никають в задачах теорії керування руху, в яких кількість
крайових умов не співпадає з кількістю невідомих у сис-
темі. Крім того, даний підхід можна застосувати до задач
про аналітичне конструювання регуляторів і про опти-
мальну стабілізацію [2, 6], при розв’язку яких виникають
матричні рівняння Ріккаті.
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РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ В КРИТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ
В статье рассмотрена краевая задача в критическом случае, которая возникает в теории оптимального управления для

матричных дифференциальных уравнений. Найдено условие разрешимости таких задач. Предложен подход к нахождению реше-
ния задачи с помощью теории псевдообратных матриц. Такие задачи могут возникать при моделировании линейных технологи-
ческих и экономических процессов. Кроме того, данный подход применим к задачам об аналитическом конструировании регуля-
торов и об оптимальной стабилизации.
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SOLUTION OF THE BOUNDARY-VALUE PROBLEM OF OPTIMAL CONTROL IN THE CRITICAL CASE
The article describes the boundary-value problem of the theory of optimal control for matrix differential equations in the critical case.
This problem is urgent for wide range of applications like modeling of linear technological and economic processes. A problem of

controlling movement is reduced to solutions of boundary-value problems of nn×  systems of ordinary differential equations of the first

order. Solution of these tasks is very complex in case of control of systems in which the number of processes exceeds the amount of
information about the initial state.

The paper is devoted to finding conditions for solvability and construction solutions of boundary-value problems in critical case of
the theory of motion control, in which the number of boundary conditions does not coincide with the number of unknowns in the system.
The condition of solvability of such problems is found. Author describes the approach for solution to the problem with the help of theory
of pseudoinverse matrices.

In addition this approach is applicable to the problem of analytic construction of regulators and the optimal stabilization.
Keywords: controlled process, boundary-value problem, pseudoinverse matrix, normal fundamental matrix.
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ESTIMATION OF MARKET RISK IN UKRAINE USING VAR
METHODOLOGY

The emergence of a market risk due to performing operations with currency can result in
substantial financial losses. That is why such situations require carrying out of profound
analysis and management of respective risks. The market risk of this kind is characterized with
possible losses of financial resources due to incorrectly performed operations with currency.
The paper considers the possibility of application of the VaR methodology to the bank curren-
cy portfolio using the following methods: delta-normal, as well as the methods of historical
modeling and Monte-Carlo simulation. While performing the computing experiments actual
data used from the currency market of Ukraine. Quite acceptable results of forecasting possible
losses were received by making use of Monte-Carlo simulation that hypothetically can take
into account possible variations of the market exchange rates. It was established that the risk
forecasting errors appear only due to non-predictable abrupt changes of exchange rates.

Keywords: risk measure VaR, bank currency portfolio, historical modeling, Monte-Carlo
simulation, delta-normal approach, Ukrainian currency market.

1 INTRODUCTION

As far as functioning of financial institutions is closely
related to performing of substantial volumes of currency
operations the problem naturally arises for performing
profound analysis and management of possible financial
risks. The currency related risk is a possibility of financial
resources loss due to incorrectly performed operations with
currency. From the risk management position the banking
activities are basically directed towards risk acceptance and
getting respective economic compensation instead. Some
types of risks represent the price of banking business
realization and it is impossible to avoid them completely.
That is why the risk management processes is not aiming to
complete elimination of the risks. A financial institution
should provide a reliable substantiated relation between
generalized parameters of possible risks and the capital,
available financial resources and financial incomes [1, 2].

There exist various approaches to quantitative estimation
of possible losses. As of today there are developed the
methods for computing of the currency risks that are widely
used in financial enterprises. A selection of appropriate
computing method is determined by the volume of available
information, qualification of personnel that is busy with risk
management problems, and the availability of necessary
working instrumentation in the form of computer software.

© Trofymchuk O. M., Kozhukhivska O. A., Bidyuk P. I., Kozhukhivskyi A. D., 2013

In spite of the fact that such instrumentation market for the
financial analysis includes rather wide choice possibilities
their cost and the practical usage problems very often result
in development of their own software products by the
financial institutions. Such systems for risk estimation may
exhibit much more functional restrictions that availa than
available at the market but their advantages are in the
possibility of fast extension of a number of practically
needed functions. Also in such cases the financial institution
personnel has a possibility to enhance substantially their
qualification and to improve existing computing
methodologies.

The paper is devoted to application of the VaR
methodology for computing possible financial losses in
analysis of a currency market with the use of original
software.

2 THE PROBLEM STATEMENT

The goal of the work is to execute the analysis of
influence of exchange rates oscillations on profitability of
currency transactions; to present algorithms of calculation
of VaR meanings using delta–normal method and also using
methods of historical and imitation modeling; to make
comparison analysis of using indicated methods of VaR
estimation and give recommendations concerning
possibilities of their usage on Ukrainian financial market.
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3 THE INFLUENCE OF EXCHANGE RATES
OSCILLATIONS ON PROFITABILITY

The model of currency matching. Despite the fact that
all financial risks in this or that way are implemented on the
results of bank activity but the functional connection
between risks exists not for all its types. The dependence
between size of profits (losses) received as a result of bank
holding an open currency line item, and market changes of
currency rates is described by a model of currency matching
[3]: )( ssVPP pv −=Δ , where vPΔ  is a profit (loss) received
from overestimating of currency money because of currency
rate change; VР is a currency line item of a bank; ss p ,  –
predicted and leaking currency rates accordingly.

A currency item (CI) is the indicator of bank’s currency
risk that is defined by the parity between the amount of
assets in certain foreign currency ( vA ) and the amount of

obligations in that same currency (L
v
): Vv LAVP −= . CI of

a bank can be open or closed and be calculated separately
for each foreign currency that is included in multicurrency
bank briefcase. CI is considered to be open if the amount of
assets in foreign currency does not correspond the amount
of obligations in that same currency. If the amount of assets
in foreign currency is balanced by the amount of obligations
in that same foreign currency ( vv LA = ), such item is called
closed or the item of correspondence. In such case currency
risk is almost absent because the rate change of one currency
concerning the other will equally influence both the cost of
assets and the cost of obligations.

4 THE ESTIMATION OF CURRENCY RISK VAR
USING DELTA-NORMAL METHOD

In order to demonstrate shortcomings and advantages
of a delta-normal method, let’s consider how to estimate
possible future changes of the cost of briefcase of currency
money.

The algorithm of calculation of VaR. The cost of
briefcase of currency money tP  in base currency is
calculated with an expression:

∑∑
==

⋅==
N

i

i
t

i
t

N

i

i
tt vkPP

11

,

where tP  – time line of costs of the whole briefcase of
currency money in base currency in the moment of time t

( Tt ,0=  , where Т + 1 – quantity of meanings of time line

tP ); i
t

i
t

i
t vkP ⋅=  – the cost of briefcase component in i

currency in base currency; i
tk  – exchange rate of briefcase i

currency into base currency on date t ( Ni ,1= , where N –
quantity of currency in briefcase); t

iv  – the volume of i
currency in briefcase on date t (the size of open currency
item in terms of currencies). Let’s consider the sequence of
calculations of risk cost VaR that reflects the possible
volume of future changes of the cost of currency money
briefcase tP .

Stage 1. The calculation of daily change of currency
rates. The meaning of daily change of rates of briefcase
currencies is calculated with a formula of geometrical
profitability:

)ln(
1

i
t

i
ti

t
k

k
x

−
= ,

where i
tk  – the meaning of exchange rate of i currency to

base currency on date t, Tt ,1= ; i
tk 1−  – the meaning of

exchange rate of i currency to base currency on date t 1.
Logarithm of time of changes of currency rate characterizes
the intensity of change of currency rate and is a random
variable, the distributing of which is close to normal with
average meaning close to zero.

Stage 2. The calculation of volatility of currencies. In
order to calculate the volatility of each currency separately
without taking into account its connection with other
currencies in briefcase, it is necessary to calculate for each
currency selective average and standard quadratic deviation

iσ  time line of its profitability }{ i
tx  with an expression:

1
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1
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−

=σ
∑
=
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Xx
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i

ii
t

i . (1)

Stage 3. The estimation of possible losses behind the
open currency item in i currency VaRі. The variable of risk
cost VaRі of open item in i currency is calculated with an
expression:

ii
t

i PkVaR σ= α−1 . (2)

If volatility of i currency (1) is defined on daily interval,
the risk cost of VaRі is also interpreted as maximum expected
volume of reduction of total cost of a separately taken
component of currency briefcase in i currency during one
day with possibility 95 % or 99 % depending on the meaning
of quantile α−1k  in the expression (2).

Stage 4. The calculation of correlation matrix of
briefcase currencies. In order to consider mutual
correlation of exchange rate of briefcase currencies in the
process of VaR calculation it is necessary to find correlation
matrix of briefcase currencies. To do this first it is necessary
to calculate co variations Сіj of possiblecombinations of

random variables }{ i
tx  and }{ j

tx :

)()(
1

1
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t

T

t

ii
tij XxXx

T
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=
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And also correlation coefficients Кіj of processes }{ i
tx

and }{ j
tx : 
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ij
ij

C
K

σσ
= .
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Square matrix with dimension nn× , in which on i row
and j column intersection the element Кіj is located, is a
correlation matrix of briefcase exchange rates. This matrix is

symmetric: Кіj = К
jі for all і, Nj ,1= , and the elements of

main diagonal are single.
Stage 5. The calculation of overall estimation of possible

losses VaR of total cost of currency briefcase. Overall
estimation of possible losses of total cost of currency
briefcase VaR is calculated on the basis of risk costs of VaRі

of separate currencies of a briefcase and correlation matrix
of exchange currency rates:

TVaRVaRVaR K⋅= ,

where NVaRVaRVaRVaR ...21=  – vector-line of

separate estimations VaRі of briefcase parts in i currency;
K – correlation matrix of exchange rates of briefcase
currencies to base currency. This method assumes daily
data updating and logarithm calculation of course growth
rates, co variation and correlation matrixes, volatilities, all
VaRі estimations.

5 THE ESTIMATION OF CURRENCY BANK RISK
VAR USING THE METHOD OF HISTORICAL
MODELING

First it is necessary to choose the period of time with
depth T (for example, 250 working days). For these days
selection is created from daily changes of currency rates for
all N parts of currency briefcase:

i
t

i
t

i
t kkk 1−−=Δ , Ni ,1= ,

where i
tk  – the meaning of exchange rate of i currency to

base currency on date t, Tt ,1= ; i
tk 1−  – the meaning of

exchange rate of i currency to base currency on date t–1.
For each of T scenarios of rate changes it is modeled
hypothetical rate k* of each currency in future as its current
rate k0 plus rate growth which corresponds the chosen
scenario:

i
ti

i
t kkk Δ+= 0,* .

Then it is conducted the complete revaluation of current
currency briefcase according to rates modeled on the basis
of historical scenarios, and for each scenario it is calculated
how the cost of today (current) currency briefcase
(separately according to long and short bank currency item)
would change:

0
* VVV tt −=Δ , Tt ,1= ,

where ∑
=

⋅=
N

i
ii vkV

1
0,0,0 – current cost of currency briefcase;

0,iv  – current volume of i currency in briefcase (the cost of

open currency item in currency units); 0,
**

i
t
it vkV ⋅= ∑  –

the cost of currency briefcase in base currency according
to t historical scenario.

Received T changes of briefcase are ranged by falling for
long currency item and on the contrary for the short. VaR is
defined as maximum loss that is not exceeded in T)1( α−
cases, or is equal to absolute variable of change with a number
that corresponds integer part of a figure . This method is
relatively easy to implement if daily updating data base of all
currencies exists. As a rule the more depth of a retrospective
that is used for rates modeling, the higher is the accuracy of
estimation VaR, but at the same time the bigger is the risk of
using out-of-date data.

6 THE METHOD OF IMITATION MODELING
MONTE-CARLO FOR ESTIMATION OF BANK
CURRENCY RISKS VAR

Monte-Carlo method for estimation of currency risk
consists in modeling movement path of exchange rate
according to chosen stochastic process. In order to calculate
the estimation VaRі cost of i part of currency briefcase (open

currency item, Ni ,1= ) it is necessary to build the division
of modeled costs for this part. To find the line of modeled
future costs of i currency item it is necessary to model К
future prices according to movement path which is
calculated during n steps. The figures K and n are chosen
quite big depending on calculating capacities (for example,
500*1000). The process of estimation VaR can be represented
the way:

1. To generate the consequence according to divided
random variables nεεε ,...,, 21 .

2. Using retrospective data of depth L of days to find
the meaning of daily pr ofitability (change of i rate of

currencies) with a formula )ln(
1

i
l

i
li

l
k

k
x

−
= , Ll ,1= . For the

received sampling of profitability for i currency to calculate
average μ and mean squared deviation σ.

3. Starting with current rate of i currency i
tk   to calculate

future modeled prices i
tk 1+ , i

tk 2+ ,..., i
T

i
nt kk =+   with formulas [2]:

)( 11 ttkkk i
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i
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)( 2112 ttkkk i
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i
t

i
t Δσε+Δμ+= +++ ,

 ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

)(11 ttkkk n
i

nt
i

nt
i

nt Δσε+Δμ+= −+−++ .

4. To calculate the cost of i currency item in base

currency (the part of currency briefcase) for rate i
Tk :

i i i
T T tP k v= ⋅ , where i

tv  – current volume of i currency item

in units of currencies.
5. The steps 3–4 to repeat K times (depending on the

quantity of variables). As a result we get a line of meanings:

Ki
T

i
T

i
T PPP ,...,,

21 .
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6. The received K costs of i currency item of briefcase
are ranged similarly to the method of historical modeling.

The ranged meanings are numbered from 1 to K. Let’s

designate through 
αi

TP  the meaning of currency item from
this line by a number that is equal to the whole part of a
number К)1( α− , that means that it corresponds the set
level of trust )1( α− .

7. To calculate the average of modeled costs:

 
K

P

P

K

k

ki
T

i
T

∑
== 1 .

8. To calculate possible losses according to i currency

item: 
α

−= i
T

i
T

i PPVaR .

7 THE PECULIARITIES OF MODEL
VERIFICATION TO ESTIMATE VAR CURRENCY
BRIEFCASE USING HISTORICAL DATA

The further specified operations influence the size of an
open currency position and currency risk: (1) – purchase
and sale of available and non-cash foreign currency; (2) –
charge, receiving, payment of foreign currency in a form of
profits and losses; (3) – receipt of funds in foreign currency
to statute capital; (4) – repayment by a bank of hopeless
debt in foreign currency; (5) – formation of reserves in foreign
currency; (6) – purchase and sale of inventory items using
foreign currency; (7) – other exchange operations with
foreign currency [3–7]. To estimate the changes of structure
of bank currency item that does not depend on exchange
rates oscillations, the index of Paashe is used.

Let’s consider that the total cost of currency briefcase Р
t

in base currency on the moment of time t is defined by a
formula:

 ∑
=

⋅=
N

i

i
t

i
tt vkP

1
,

where i
t

i
t

i
t vkP ⋅=  – currency item of a bank according to i

currency in base currency. The index of Paashe ivJ
characterizes the level of influence of structural changes of
a currency item on the total volume of currency item taking
into account exchange rates on the beginning of a period

],1[ tt −  [3]:
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The process of verification of a model for currency risk
estimation is the following. On the moment of time t it is
possible to calculate the meaning of actual cost of a briefcase

tΔ  and compare it with the meaning of VaR
t. 
The peculiarity

of comparison consists of necessity to exclude from

calculation the factor of change of physical volumes of
briefcase currencies as far as the indicator VaR does not
take into account the changes of volumes of each currency
in briefcase. Taking this the adequacy check of VaR-model
is made in the following sequence:

1. To define i
tΔ  as losses from i currency item for a period

of time [t–1, t], as disparity between the cost of i currency
item on the moment of time t without taking into account the
changes of physical structure that occurred on the period
[t–1, t] and its cost on the moment of time t–1 with a formula:

⎪
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where i
t
vJ  is calculated according to expression (3) on the

moment of time t. Then on each moment of time t of a period

of back-testing ( Tt ,1= ) it is calculated the loss from
exchange rates oscillations for the currency briefcase on
the whole:

∑
=

Δ=Δ
N

i

i
ttV

1
.

2. The comparison of daily meanings VaR
t  

and
corresponding to them actual changes of briefcase cost tVΔ .
The case when the condition is observed tt VaRV >Δ  that
means that the cost change is negative (loss) and at the
same time in absolute meaning exceeds VaR, is called the
exceeding of predicted expenses. Then the quantity of cases
of exceeding L is calculated.

3. The model adequacy is checked by the parity: α<
T

L
.

8 THE ANALYSIS OF RESULTS OF ESTIMATION
OF LOSSES VAR

To estimate VaR it has been used bank currency briefcase
that consists of three items in three currencies (USA dollar,
euro and Russian ruble). To estimate VaR and test models it
has been used the following data: (1) – daily meanings of
market rates of dollar USA, euro and Russian ruble from
01.01.2006 – 30.06.2010; (2) – daily data of bank rates from
three currencies for a period from 01.06.2006 – 30.06.2010;
(3) – daily meanings of open bank currency items in three
above mentioned currencies for a period from 01.01.2006 –
30.06.2010.

9 THE ANALYSIS OF THE RESULTS OF
ESTIMATION VAR USING DELTA-NORMAL METHOD

On the input of a model the market meanings of exchange
rates, bank meanings of exchange rates and bank currency
items in briefcase currencies are presented. In order to check
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the adequacy of a model the recommendations of Basel
committee of bank supervision for different levels of trust
(95 %, 99 % and 97 %) have been used. Each three months
it is calculated the quantity of mistakes of exchange rate
forecast using delta-normal method; it is based on
suggestion about normal division of profitability of
exchange rates. The depth of retrospective for estimation of
standard deviation is 250 days. The depth of retrospective
for estimation VaR is also 250 days. The results of verification
are brought together in table 1.

According to table 1 we can see that the model for
estimation VaR of currency briefcase using delta-normal
method is inadequate. In order to find the reasons of
inadequacy of a model the retrospectives that are used to
find estimations VaR are checked on normal division
according to Pirson criterion. Profitability for USA dollar
rate does not have normal division. Profitability for euro is
divided close to normal division, and on some periods has
normal division.

As a result of retrospective testing of a model while
calculating VaR for each currency it has been found: if

meaning 2
cnχ   is less according to euro than to USA dollar,,

then the division of profitability of euro rate is closer to
normal than the division of USA dollar. In such case the
method gives fewer mistakes of euro forecast than of USA
dollar forecast.

It has been found that the losses start exceeding
estimation VaR with 95 % level of trust on the period from
March 2008 when unpredicted changes of USA dollar and
euro rate started to be observed. With 99 % level of trust
(which is demanded by Basel committee) the quantity of
forecast mistakes starts growing from the end of September
2008. In the period of forced reduction in second – third
quarters of 2008 and on the period of 4-th quarter of 2008 –
first quarter of 2009 the model for estimation of risk VaR
using method of historical modeling ceases to be adequate.

The results of back - testing 
95 % 97 % 99 %  Period 

Quantity of 
exceeding 

% correct 
forecasts 

Quantity of 
exceeding 

% correct 
forecasts 

Quantity of 
exceeding 

% correct 
forecasts 

from 21.03.06 to 
21.03.07 

13 94,80 % 8 96,80 % 3 98,80 % 

from 20.06.06 to 
21.06.07 

16 93,60 % 7 97,20 % 4 98,40 % 

from 22.09.06 to 
21.09.07 

16 93,60 % 8 96,80 % 6 97,60 % 

from 21.12.06 to 
21.12.07 

21 91,60 % 9 96,40 % 6 97,60 % 

from 23.03.07 to 
21.03.08 

30 88,00 % 20 92,00 % 15 94,00 % 

from 24.09.07 to 
22.09.08 

57 77,20 % 51 79,60 % 40 84,00 % 

from 24.12.07 to 
22.12.08 

65 74,00 % 62 75,20 % 49 80,40 % 

from 20.03.08 to 
30.03.09 

62 75,20% 58 76,80 % 42 83,20 % 

10 THE COMPARISON OF METHODS OF
ESTIMATION VAR

In table 2 it is represented the results of back-testing for
each of models and is calculated the quantity of mistakes
according to the results of models work on some periods
with duration of 250 days each.

The results of analysis of shortages and advantages of
used methods of estimation VaR are gathered in table 3.

11 CONCLUSIONS

Measure VaR has shortages and advantages, but it gives
possibility to estimate the risk uniquely for each country
and each bank. To compare the results of implementation of
this methodology on Ukrainian currency market three
methods of estimation VaR of bank currency briefcase are
represented.

The model of risks estimation on the base of delta-normal
method has appeared to be inadequate because the
assumption about the normal division of currency rates
profitability hasn’t been made. It is necessary to mark that
the division of profitability of euro rate on some periods is
close to normal and thus the model of estimation VaR of
currency item to euro on these periods has appeared to be
adequate.

The method of historical modeling has shown
satisfactory result only on conditions of stable market
situation. It badly adapts to different oscillations on the
market and thus today it can’t be used on Ukrainian financial
market.

The better results of estimation of possible losses have
been received using Monte Carlo method. The mistakes in
forecasts of possible losses appear only on condition of
unpredicted sharp shifts of rate but the model on the base
of this method quickly adapts to market changes. To use
this method on-line it is necessary to have big calculation
capacities that mean vain charges for banks with little market

Table 1. The results of conduction of retrospective testing of calculation VaR using delta-normal method
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Results of back-testing with 95% level of trust 

Delta-normal method 
Method of historical 

modeling Monte Carlo method Period 
Quantity of 
exceeding 

% correct 
forecasts 

Quantity of 
exceeding 

% correct 
forecasts 

Quantity of 
exceeding 

% correct 
forecasts 

from 
21.03.06 to 21.03.07 13 94,80 % 4 98,40 % 0 100,00 % 
from 
20.06.06 to 21.06.07 16 93,60 % 5 98,00 % 0 100,00 % 
from 
22.09.06 to 21.09.07 16 93,60 % 3 98,80 % 0 100,00 % 
from 
21.12.06 to 21.12.07 21 91,60 % 5 98,00 % 0 100,00 % 
from 
23.03.07 to 21.03.08 30 88,00 % 16 93,60 % 0 100,00 % 
from 
22.06.07 to 23.06.08 47 81,20 % 35 86,00 % 3 98,80 % 
from 
24.09.07 to 22.09.08 57 77,20 % 50 80,00 % 4 98,40 % 
from 
24.12.07 to 22.12.08 65 74,00 % 74 70,40 % 7 97,20 % 
from 
20.03.08 to 30.03.09 62 75,20 % 77 69,20 % 7 97,20 % 

Table 2. Comparative analysis of back-testing of a model of risk estimation VaR using different methods

      Method 
Criteria 
 

Delta normal Historical modeling 
Method of imitation modeling 

of Monte Carlo 

Estimation Local Total Total 

Taking into account 
historical division 

As estimation of normal 
division 

The similar to that in 
the past 

Totally 

Taking into account 
«admissible» volatility 

Possible No Yes 

Assumption about 
normal division of 

profitability 
Yes No No 

Estimation of extreme 
events 

Bad Bad Possible 

Model risk Can be great Admissible High 

Volume of retrospective Average Very big Little 

Calculation difficulty Not high High Very high 

Visualization Average High High 

Calculation capacities Low Average High 

risk. For these banks it is recommended to use standard
approach on the base of fixed coefficients to estimate
financial risks. To estimate improbable sharp oscillations of
currencies (costs, quoting) it is recommended to use stress-
testing that gives representation about the volume of losses
in crisis market phenomena.

Table 3. Comparative analysis of work of different methods for risk estimation VaR
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ТЕХНОЛОГИЙ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ
В МЕТОДЕ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

В работе рассмотрена проблема использования параллельных вычислений в методе
конечных элементов. Рассмотрены особенности построения матрицы жесткости и решения
полученной системы линейных уравнений на базе параллельных вычислений. Проведены
вычислительные эксперименты, результаты которых использованы для анализа
эффективности предложенных подходов.

Ключевые слова: метод конечных элементов, параллельные вычисления ,
математическая модель, вычислительный метод.

ВВЕДЕНИЕ

Проектирование современных деталей и конструкций
связано с необходимостью применения вычислительных
методов для решения задач высокой сложности. В разра-
ботке САПР для машиностроения наиболее активно при-
меняется один из наиболее распространенных вычисли-
тельных методов – метод конечных элементов, который
находит свои приложения в широком спектре задач: от ана-
лиза напряженно деформированного состояния деталей,
конструкций и строений, переноса тепла, гидродинамики
до анализа микроэлектромеханических систем [1–3].

Сложность многих деталей и конструкций приводит к
возникновению на подготовительных этапах сложных
геометрических моделей – математических моделей со-
ответствующих геометрических областей. Последующее
применение методов дискретизации [4] с требованием
учета особенностей геометрической модели и физичес-
кой постановки задачи (например, сгущение сетки ко-
нечных элементов в областях контакта, трещин, учет
многослойности и другие) может приводить к дискрет-
ным моделям с большим числом конечных элементов.
В результате для моделирования необходимы значитель-
ные вычислительные ресурсы и, как следствие, времен-
ные затраты.

Естественным решением задачи минимизации вычис-
лительных затрат является оптимизация числа элемен-
тов в дискретных моделях. Однако, в тех случаях, когда
уменьшение числа конечных элементов приводит к нео-
правданной потере точности модели, одним из путей
оптимизации временных затрат является использование
параллельных вычислений. Стремительное увеличение
числа функциональных устройств (процессоров, ядер) в
современных вычислительных системах актуализирует
данное направление исследований.

Таким образом, целью работы является разработка
параллельных алгоритмов для основных этапов метода
конечных элементов и анализ результатов их внедрения
путем проведения вычислительных экспериментов.

© Чопоров С. В., 2013

1 ТИПЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ И
ОСНОВНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ ДОСТИЖЕНИЯ
ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ

Одной из наиболее распространенных классифика-
ций архитектуры вычислительных систем является сис-
тематика Флинна [5], которая основана на анализе спо-
собов взаимодействия функциональных вычислительных
устройств и обрабатываемых данных. В результате раз-
личаются основные четыре типа вычислительных сис-
тем [5–7]:

– SISD (Single Instruction, Single Data) – вычислитель-
ные системы, в которых используется единственное фун-
кциональное устройство для исполнения одного потока
инструкций с одиночным потоком данных;

– SIMD (Single Instruction, Multiple Data) – системы с
одним потоком инструкций, в которых одна инструкция
может применяться к векторам данных (нескольким по-
токам данных);

– MISD (Multiple Instruction, Single Data) – системы с
множественным потоком инструкций и одним потоком
данных;

– MIMD (Multiple Instruction, Multiple Data) – вычис-
лительные системы с множественным потоком инструк-
ций и множественным потоком данных.

Большинство современных последовательных вычис-
лительных систем можно отнести к первым двум типам.
Такие компьютеры оснащены одним функциональным
устройством и поддерживают различные наборы SIMD-
инструкций (например, MMX, SSE, SSE2 и другие). Па-
раллельность (квазипараллельность) в таких системах
является реализацией многозадачности в планировщике
задач операционной системы.

К типу MISD можно отнести отказоустойчивые вы-
числительные системы, которые выполняют инструкции
с функциональной избыточностью с целью обнаруже-
ния ошибок. При этом ряд авторов [5] называют данный
тип теоретическим, отмечая отсутствие устройств тако-
го типа.
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К типу MIMD относятся системы с множеством функ-
циональных устройств: мультипроцессоры (многопроцес-
сорные и многоядерные системы) и мультикомпьютеры
(распределенные вычислительные системы, кластеры).

На современном рынке вычислительных систем в
наиболее доступном ценовом диапазоне широко пред-
ставлены мультипроцессорные системы с общей памя-
тью, которые содержат от 2 до 16 функциональных уст-
ройств. Такие вычислительные системы можно исполь-
зовать для начальной отладки параллельных алгоритмов
и оценки их эффективности. Для программирования в
таких системах наиболее распространенными являются
решения на базе потоков (например, POSIX Threads,
Boost.Thread и другие) или стандарта OpenMP (Open
Multi-Processing) [8, 9].

2 ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДА
КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Основная идея метода конечных элементов состоит в
том, что любую искомую непрерывную величину (на-
пример, температуру, перемещения и другие) можно
аппроксимировать при помощи кусочно-непрерывных
функций, определенных на элементарных геометричес-
ких областях – конечных элементах, образующих диск-
ретную модель области. Для определения значений ис-
комой непрерывной величины в узлах дискретной моде-
ли строится система  линейных  алгебраических
уравнений, матрица которой носит название глобальной
матрицы жесткости.

Процесс построения глобальной матрицы жесткости
называется ансамблированием и является суммой, под-
чиненной особым правилам, локальных матриц жестко-
сти – результатов интегрирования дифференциального
уравнения в матричной форме. Размер глобальной мат-
рицы жесткости равен произведению числа узлов в дис-
кретной модели на число степеней свободы в узле (оп-
ределяется типом задачи).

Таким образом, в случае достаточно сложных диск-
ретных моделей, этапы построения глобальной матри-
цы жесткости и последующего решения СЛАУ являются
наиболее требовательными к вычислительным ресур-
сам. Следовательно, внедрение параллельных вычисле-
ний при выполнении этих этапов способно дать наибо-
лее значимый результат с точки зрения экономии време-
ни на проектирование и моделирование.

Первым шагом после этапов загрузки и инициализа-
ции исходных данных параллельной реализации метода
конечных элементов является определение величины K –
числа доступных функциональных устройств (рис. 1).
Данная величина является основой для определения ко-
личества параллельных потоков. В методе конечных эле-
ментов при вычислении глобальной матрицы жесткости
в случае мультипроцессорных систем операции ввода-
вывода используются только, если недостаточно основ-
ной памяти для хранения исходных данных и самой гло-
бальной матрицы жесткости. То есть, при использова-
нии сжатого способа хранения глобальной матрицы

жесткости (которая, как правило, является сильно разре-
женной), время ожидания операций ввода-вывода, в за-
висимости от сложности задачи, будет минимальным,
следовательно, на практике величина K также определя-
ет количество параллельных вычислительных потоков.

Так как ансамблирование является обобщением сум-
мы, то каждый из K параллельных потоков должен про-
изводить ансамблирование N / K элементов (N – количе-
ство элементов в дискретной модели). При этом все дан-
ные (включая переменные циклов), связанные с
интегрированием на конечном элементе должны быть
локальными данными параллельных потоков (быть дос-
тупными только для потока-обладателя; схема приведе-
на на рис. 1).

Шаг обновления глобальной матрицы жесткости, учи-
тывая сжатый формат хранения данных, является крити-
ческим с точки зрения потокобезопасности. То есть, до-
ступ остальным потокам к глобальной матрице жесткос-
ти должен блокироваться пока один поток
модифицирует ее элементы.

Время, необходимое для построения глобальной мат-
рицы жесткости при помощи параллельного вычисли-
тельного процесса, можно оценить величиной T

p

( ) ,tK+m+KIN=T threadp ⋅/

где I – процессорное время, необходимое для интегриро-
вания исходного дифференциального уравнения на од-
ном конечном элементе, m – процессорное время, необ-
ходимое для ансамблирования результатов интегрирова-
ния на одном элементе, tthread – время, необходимое для
инициализации одного вычислительного потока.

Аналогично, время, необходимое для построения гло-
бальной матрицы жесткости на базе последовательного
алгоритма, можно оценить величиной T

s

( ).m+IN=Ts

Применение параллельных вычислений имеет смысл,
если T

s
 > T

p
:

( ) ( ) ,tK+m+KIN>m+IN thread⋅/

в результате упрощения которой получим следующую
оценку

.
1

2

−
⋅

⋅
K

tK
>IN thread

Таким образом, например, для двух параллельных
потоков, произведение количества элементов на время
интегрирования одного элемента должно быть вчетверо
большим времени инициализации параллельных пото-
ков, что может не выполняться при малом числе конеч-
ных элементов.

Для решения полученных в результате построения
глобальной матрицы жесткости СЛАУ на практике, как
правило, используются итерационные методы (напри-
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Рис. 1. Схема метода конечных элементов на базе параллельных вычислений

мер, метод сопряженных градиентов [10, 11] и другие).
Их ключевой особенностью является то, что результаты
текущей итерации являются исходными данными для
следующей. Следовательно, для сокращения времени
поиска решения необходимо ускорять внутренние опе-
рации метода: произведение матрицы на вектор, поэле-
ментное произведение векторов, вычисления невязки и
другие.

С учетом того, что в результате ансамблирования гло-
бальная матрица жесткости получается сильно разре-
женной, следовательно, схема вычисления произведения
матрицы на вектор в K параллельных потоков примет
вид, приведенный на рис. 2. Общими для потоков данны-
ми являются матрица A, размер которой D×D, вектор x,
вектор-результат r и число K. Так как вычислительными

потоками обновляются разные элементы вектора r, то
отсутствует необходимость в блокировке для синхрони-
зации потоков. Счетчики циклов i и j, переменная t –
локальные для каждого вычислительного потока. Во внут-
ренних циклах по j вычисления производятся только для
ненулевых элементов i-й строки матрицы A.

3 ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

В качестве тестового стенда использовалась про-
граммно-аппаратная конфигурация с процессором Intel
Core i3-380 (2,53 ГГц, 2 физических ядра + 2 виртуальных
ядра) с 3 ГБ ОЗУ под управлением операционной систе-
мы openSUSE 12.2 (компилятор gcc 4.7), для создания
потоков и управления ими – библиотеки стандарта
openMP.
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Рис. 2. Схема параллельного произведения разреженной матрицы на вектор

1. Задача Дирихле
Рассмотрим решение уравнения Лапласа с условия-

ми Дирихле.
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В качестве области Ω  рассмотрим косозубое зубча-
тое колесо (дискретная модель: 49500 узлов, 40920 шес-
тигранных конечных элементов, рис. 3). Функция f(x, y, z)
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где φ  – угол поворота полярного радиуса до соответ-
ствующего узла в плоскости Oxy.

Формула для вычисления локальной матрицы жест-
кости [Ke] примет вид
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где Hi (i = 1, 8) – функции формы конечного элемента.
В результате вычислительного эксперимента получе-

ны результаты, приведенные в табл. 1 (время в секундах).
2. Исследование прогиба трехслойной круглой обо-

лочки под равномерной нагрузкой
Дана защемленная по контуру трехслойная оболочка,

радиус которой 0,4 м, толщина – 0,01 м. Внутренний слой:
толщина – 0,008 м, модуль Юнга – E

i
 = 72017,3327 МПа,

коэффициент Пуассона – ν
i
 = 0,2999518536. Внешние
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Рис. 3. Задача Дирихле: косозубое зубчатое колесо

Количество вычислительных 
потоков 

1 2 4 

Этап 

время, с 

Построение 
глобальной матрицы
жесткости 

3,07639 1,56709 1,25949 

Решение СЛАУ,  
73 итерации 

0,304023 0,240893 0,264904

слои:  толщина  – 0,001 м,  модуль Юнга  –
E

o
 = 203200 МПа, коэффициент Пуассона – ν

o
= 0,27. На

оболочку действует равномерная нагрузка q = –0,05 МПа.
Для решения построена дискретная модель сектора

оболочки (рис. 4) на базе десяти слоев шестигранных
конечных элементов (59213 узлов и 52240 элементов),
толщина которых 0,001 м, что позволяет рассматривать
данную задачу в трехмерной постановке, используя со-
ответствующие слоям упругие константы.

Формула для вычисления локальной матрицы жест-
кости [Ke] примет вид
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Таблица 1. Решение задачи Дирихле
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В результате вычислительного эксперимента получе-
ны результаты, приведенные в табл. 2 (время в секундах).

Количество вычислительных 
потоков 

1 2 4 

Этап 

время, с 

Построение 
глобальной матрицы 
жесткости 

83,7293 41,5063 31,7687 

Решение СЛАУ,  
6952 итерации 

298,287 191,299 189,134 

Таблица 2. Исследование прогиба трехслойной круглой
оболочки

Рис. 4. Прогиб трехслойной оболочки

ВЫВОДЫ

Таким образом, вычислительные эксперименты по-
казали, что использование параллельных вычислений в
методе конечных элементов позволяет сократить время
на проектирование и моделирование деталей и конст-
рукций. Из таблиц видно незначительное преимущество
во времени при использовании четырех вычислитель-
ных потоков относительно двух, что может быть связано
с использованием двух виртуальных ядер (которые не
обладают аналогичной двум физическим ядрам произ-
водительностью). Реализация разработанных алгоритмов
на базе библиотек стандарта openMP позволяет рассмат-
ривать полученную в ходе исследования кодовую базу в
качестве основы для построения кластерной реализации.
Перспективным направлением исследований в данном
направлении является изучение влияния количества по-
токов на производительность (или затраченное время).
Также важным направлением является изучение произ-
водительности многопоточных вычислений в зависимо-
сти от количества узлов/элементов в сетке, особенно в
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системах с раздельной памятью (вычислительных клас-
терах), в которых существуют значительные затраты на
синхронизацию вычислительных потоков.
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ВИКОРИСТАННЯ ТЕХНОЛОГІЙ ПАРАЛЕЛЬНИХ ОБЧИСЛЕНЬ У МЕТОДІ СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ
В роботі розглянута проблема впровадження паралельних обчислень у метод скінченних елементів. Розглянуто особливості

побудови матриці жорсткості та вирішення отриманої системи лінійних рівнянь на базі паралельних обчислень. Проведено
обчислювальні експерименти, які використані для аналізу ефективності запропонованих підходів.

Ключові слова: метод скінченних елементів, паралельні обчислення, математична модель, обчислювальний метод.
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PARALLEL COMPUTING TECHNOLOGIES IN THE FINITE ELEMENT METHOD
Nowadays engineers and researchers are faced with solving very complex problems in a mathematical modeling and design. Numerical

analysis naturally finds applications in all fields of engineering and the physical sciences. The finite element method is a powerful tool for
the numerical simulation of a wide range of problems. Implementation of the finite element method in CAD systems on the basis of
modern computers allows researchers to solve large scale problems.

The finite element method uses a discretization of a continuum domain into a mesh as the starting point. The discretization of
complex domains may give large numbers of elements, thus increasing the requirements of computer memory and speed.

Modern parallel computers use multiple processing elements simultaneously to solve a problem. Thus implementation of parallel
computing into the finite element method is urgent direction of the research.

In the finite element method for the numerical solution of partial differential equations, the stiffness matrix represents the system of
linear equations that must be solved in order to ascertain an approximate solution to the differential equation. Therefore the article
describes parallel algorithms for assembly of stiffness matrix and for solution of linear equations.

Also this article contains two numerical experiments: 1) Dirichlet problem on the complex domain (gear); 2) Elasticity problem of
three-layer shell.

In the end of the article author compares the speed of a solution of these problems with one, two and four parallel cores and makes
discussion about the effectiveness of parallel finite element processing.

Keywords: finite element method, parallel computing technologies, mathematical model, numerical method.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОРИЕНТАЦИИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ СОСТАВЛЯЮЩИХ
МОДЕЛЕЙ ЗНАКОВ, ПОДЛЕЖАЩИХ АВТОМАТИЧЕСКОМУ

ИМЕНОВАНИЮ НА МНОЖЕСТВЕ АТОМАРНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Автоматическое моделирование, именование и опознавание знаков цифровых бинарных
изображений произвольной природы является актуальной научно-практической задачей,
находящей свое приложение во многих областях внедрения информационных технологий,
в частности, при обработке и анализе электронных документов. Статья посвящена
конструктивному определению структурных составляющих моделируемых изображений,
прошедших этап утоньшения при предварительной обработке, и их свойств, которые
позволят осуществлять автоматическое выявление указанных объектов с целью
последующего формирования описания именуемых и распознаваемых знаков на
дискретном множестве атомарных элементов.

Ключевые слова: автоматическое моделирование, цифровые бинарные изображения,
распознавание, кратчайший путь.

ВВЕДЕНИЕ

Согласно [1], автоматический анализ, именование и
распознавание цифровых бинарных изображений про-
извольной природы, осуществляемые в терминах диск-
ретного множества атомарных элементов (АЭ), предпо-
лагает, в частности, решение такой актуальной научно-
практической задачи, как определение фрагментов
GT-объектов (от англ. «generative trajectory» – «порож-
дающие траектории») бинарных растровых цифровых
изображений (РЦИ) знаков, сопоставимых со структур-
ными элементами модели, формируемой для дальней-
шего распознавания исходных объектов [2].

Данный подход аналогичен решению задачи выбора
непроизводных элементов при сегментации изображений.

Однако отличается от указанного тем, что не предпо-
лагает априорного анализа предметной области решае-
мой задачи распознавания и множества репрезентатив-
ных представителей классов распознаваемых объектов.
В работе [3] обоснована целесообразность решения за-
дачи сегментации в терминах свойств дискретных мно-
жеств путем приведения ее к задаче автоматической де-
композиции знаков на дискретном множестве АЭ. При
этом в качестве примитивов используются конструктив-
но определенные кратчайшие пути (КП) [3], что предпо-
лагает возможность их автоматического выявления на
GT-объектах [4], результирующих утоньшение исходных
знаков на этапе предварительной обработки.

При этом в работе [3] отмечено, что автоматическая
декомпозиция знаков с целью их последующего модели-
рования и именования предполагает необходимость оп-
ределения различных свойств КП, учитывающих их ка-
чественные характеристики и отражающие такие свой-
ства фрагментов знаков, как выпуклость, вогнутость и
прочие [5, 6]. Настоящая работа посвящена конструк-
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тивному определению указанных характеристик фраг-
ментов GT-объектов знаков, используемых в дальнейшем
при формировании моделей обрабатываемых системой
распознавания исходных изображений. Использование
предложенных понятий позволит осуществлять автома-
тическую декомпозицию и моделирование знаков про-
извольной природы на дискретном множестве АЭ с уче-
том свойств выявляемых КП, существенных для их раз-
личения, анализа и именования [1].

1 ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ
ДЕКОМПОЗИЦИИ GT-ОБЪЕКТОВ ЗНАКОВ НА
МНОЖЕСТВЕ АТОМАРНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

При проведении последующих рассуждений будем
полагать, согласно [1–4], что автоматическому модели-
рованию и именованию подлежат образы GT-объектов
бинарных растровых цифровых изображений знаков
произвольной природы [2]. В соответствии с [3], акту-
альной является проблема конструктивного определе-
ния в терминах свойств дискретного множества АЭ
объектов, допускающих однозначную декомпозицию GT-
объектов, аналогичная описанному в [1, 5] заданию мно-
жества непроизводных элементов в рамках структурных
методов распознавания.

На рис. 1 приведены примеры исходных бинарных
РЦИ и множеств непроизводных элементов, априорно
заданных для каждого класса распознаваемых объектов.

В рамках сделанного в [1] предположения о том, что
словарь W имен моделируемых объектов и множество
B изображений знаков обучающей выборки могут быть
изначально пусты, указанное задание множеств непро-
изводных элементов затруднительно. С целью конструк-
тивного определения в терминах свойств множеств АЭ
минимальных составляющих автоматически формиру-
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а) б) в) г )

Рис. 1. Исходные растровые цифровые изображения (а, в) и традиционно используемые множества непроизводных элементов
для их моделирования (б, г)

емых математических моделей (ММ) образов GT-объек-
тов именуемых знаков изображений, последующие рас-
суждения проведем в рамках гипотезы о способе гене-
рации соответствующих изображений, изложенной в [2].

Будем полагать, что изображение произвольного зна-
ка открытого алфавита представляет собой визуализи-
рованный на плоскости регистрации след некоторого
устройства фиксации [2], осуществляющего движения
по траекториям, каждая из которых взаимно однозначно
соответствует непрерывной кривой без самопересече-
ний, заданной на подпространстве пространства 2E ,

множество { } ijN

k
ij
k

i
j yxM

1
0),( ==ϕ= , Nji ∈, , которых яв-

ляется моделью генерируемого изображения [2].
В системах распознавания, обзор методологий про-

ектирования которых представлен в [1], осуществляет-
ся выявление образов указанных кривых и их фрагмен-
тов, трактуемых либо как признаки [5], либо как непро-
изводные элементы [6]. При этом первичным является
эвристический анализ изображений обучающей вы-
борки [1]. Следует заметить, что априорное задание
множества образов кривых моделей сгенерированных
изображений в общем случае проблематично [1, 5].
Также затруднительно, используя категории и объекты
всюду плотных множеств [5, 6], осуществлять автома-
тическое выявление на анализируемых образах изоб-
ражений фрагментов, однозначно либо с некоторой
точностью сопоставимых с выбранными элементарны-
ми составляющими моделей [1], что негативно влияет
на точность распознавания [5].

В соответствии с этим, в работах [3, 4] предложено
множество образов кривых, восстановленных по обра-
зу изображения, каждый из которых соответствует един-
ственной траектории движения регистрирующей час-
ти [2] устройства фиксации следа, осуществленного в
процессе генерации, рассматривать в качестве модели
изображения знака. Указанное множество образов кри-
вых определено в [2] как GT-объект – модель образа
изображения знака.

Согласно проведенным рассуждениям, одной из
задач исследования данной работы является определе-
ние на дискретном множестве АЭ образов кривых GT-
объекта, моделирующих траектории, порождающие
исходное изображение знака [1, 2]. Для ее решения рас-

смотрим множество АЭ H
hhA 1}{ =α= , где ),( hhh jiα=α ,

}...,,2,1{ Iih ∈ , }...,,2,1{ Jjh ∈ , JIH ⋅=  [ ], на которомм
Aba ∈αα∀ ,  введена метрика:

( ) ., bababa jjii −+−=ααρ (1)

и определены четыре типа связок ms , }4,3,2,1{ˆ =∈ Mm  [3].
Как показано в [2, 4], на множестве АЭ образом не-

прерывной кривой без самопересечений, заданной в тер-
минах свойств всюду плотных множеств, является путь [3]
как конечное вполне упорядоченное множество связных

связок – { }n
hmhhba h

L
11),(),(

=+αα=αα ,  Mmh
ˆ∈ ,  гдеде

aα=α1 , bn α=α +1  – соответственно начальный и конеч-ч-

ный АЭ пути, hmhh ),( 1+αα  – связка типа Mmh
ˆ∈ , nh ,1= .

При этом, согласно [3], АЭ rα , }...,,3,2{ nr ∈∀ , имеет
ровно два  связных  АЭ  из  множества

{ } 1
1)),(( +

=α=ααΛ n
kkbaL , а АЭ 1α  и 1+αn  – не более двух.

Таким образом, пути на множестве АЭ моделируют
образы GT-объектов, в частности, результирующих утонь-
шение [2] или скелетизацию [5] образов РЦИ знаков раз-
личных алфавитов, что соответствует изложенной гипоте-
зе о способе генерации изображений знаков и подтверж-
дается приведенными в работах [1–4] рассуждениями.

Согласно вышесказанному, каждый путь является об-
разом кривой без самопересечений, моделирующей тра-
екторию движения устройства генерации следа [2]. По-
скольку путь однозначно определяется парой атомарных
элементов aα , Ab ∈α  и последовательностью связных
связок между ними, в работе [3] введено в рассмотрение
множество ),( ba ααℑ  всевозможных путей kL  из aα  в

bα :  ),( ba ααℑ = }{ kL ,  }...,,2,1{ 0Kk ∈ ,  гдеде
}...,,2,1{ 0Kk ∈∀ ,

k
k
h

n
hm

k
h

k
hbakk LL 11 }),{(),( =+αα=αα= , Mmk

h
ˆ∈ , knh ,1= .

Исследования свойств различных путей показали, что
для произвольных aα , Ab ∈α  пути множества ),( ba ααℑ ,
характеризуемые одинаковыми типами образующих их
связок, в общем случае моделируют GT-объекты различ-
ных изображений знаков, которые не являются одноимен-
ными, как показано, в частности, на рис. 2.
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Рис. 2. Множества путей, неразличимых по типам составляющих их связок, моделирующие на множестве АЭ образы
GT-объектов различных изображений знаков, не являющихся одноименными

Связки различных типов, формирующие пути, в зави-
симости от порядка следования, позволяют выявить фраг-
менты D-знаков, соответствующих исходным изображе-
ниям, характеризуемые сохранением локально-глобаль-
ного направления (ЛГН) [2]. Введенные в [3] меры 1μ  и

2μ  путей, а также результаты исследований их свойств,
позволили определить кратчайшие пути между парами
произвольных АЭ aα , Ab ∈α , характеризуемые сохра-
нением локально-глобального направления в целом [2, 4].

Определение 1. Путь ),( baL αα  такой, чтоо

)(min)( 2
),(

2
1

k
L

LL
bak

μ=μ
ααℑ∈∀

, (2)

называется кратчайшим путем от aα  к bα    (из aα  в bα ),

где ),(),(1 baba ααℑ⊂ααℑ   – множество путей из aα  в

bα  таких,  чтоо ∈∀ kL ),(1 ba ααℑ , 1Kk ∈ ,  гдеде
⊂1K }...,,2,1{ 0K  – индексное множество, выполнено

)(1 kLμ = ),( ba ααρ .
В работе [3] показано, что для произвольных АЭ

Aba ∈αα ,  в общем случае существует множество
),(),( 12 baba ααℑ⊆ααℑ  КП между ними,

{ }kba L=ααℑ ),(2 , 12 KKk ⊆∈ , где 2K  – индексноее
множество.

Также обосновано утверждение, согласно которому
кратчайшие пути не содержат одновременно горизонталь-
ных и вертикальных связок, а также диагональных связок
двух типов, то есть 1s  и 2s  одновременно, или 3s  и 4s
одновременно. Таким образом, КП на множестве АЭ яв-
ляются моделями принадлежащих GT-объекту некоторо-
го изображения исходного знака образов кривых без са-
мопересечений, характеризуемых сохранением локаль-
но-глобального направления движения [4], либо их
фрагментов [2].

Заметим также, что, согласно определениям пути и
КП [3], для любых АЭ Aba ∈αα ,  произвольный путь

∈kL ),( ba ααℑ , }...,,2,1{ 0Kk ∈ , может быть представлен
в виде объединения конечного числа кратчайших путей.

Приведенный в [3] критерий принадлежности произ-
вольного пути множеству кратчайших в совокупности с
доказанными утверждениями позволяют осуществлять
автоматическую декомпозицию произвольного D-зна-
ка, предполагающую выявление фрагментов образов GT-
объектов, которые соответствуют кривым модели исход-
ного изображения знака [2], и характеризуются сохране-
нием ЛГН.

Конструктивизм определения указанных фрагментов
образов GT-объектов на множестве АЭ позволяет осу-
ществлять их автоматическое выявление без априорно-
го задания элементов открытого алфавита и множеств
непроизводных элементов.

Таким образом, КП является искомой элементарной
составляющей моделей образов GT-объектов на множе-
стве АЭ, не предполагающей априорного задания мно-
жеств непроизводных элементов, эталонов, примитивов,
последовательностей морфологических операций, кото-
рая позволяет в силу конструктивизма своего определе-
ния и имеющихся теоретических предпосылок [1–4] авто-
матически формировать модели анализируемых образов
бинарных РЦИ знаков открытых алфавитов и их GT-объек-
тов в терминах свойств дискретного множества АЭ.

Выбор КП в качестве элементарной составляющей
модели D-знака предполагает возможность автоматичес-
кого формирования математической модели образа GT-
объекта произвольного бинарного РЦИ аналогично
структурным методам [6]. Разница с указанными мето-
дами заключается в том, что, в отличие от непроизвод-
ных элементов, КП задается конструктивно безотноси-
тельно к объектам обучающей выборки и их эвристи-
чески-субъективному анализу на этапе проектирования
системы распознавания, и его автоматическое выявле-
ние не предполагает необходимости применения мер
близости, пороговых констант [6] и прочих способов [5],
снижающих, как показано в [1], качество распознавания.

На рис. 3. приведены примеры результатов автома-
тизированного выявления на образах GT-объектов мно-
жеств КП, каждый из которых характеризуется на мно-
жестве АЭ сохранением ЛГН [2].

Заметим, что наличие в КП между парой фиксиро-
ванных АЭ связок установленных типов в общем случае
предполагает наличие различий между КП в рамках од-
ного множества ),(2 ba ααℑ , обусловленных различны-
ми порядками следования связок, формирующих раз-
личные кратчайшие пути. Данный факт подтверждает-
ся, в частности, примерами, приведенными на рис. 4.

Указанные различия между КП, принадлежащими
одному множеству ),(2 ba ααℑ , в общем случае предоп-
ределяют проблематичность именования образов GT-
объектов как совокупностей кратчайших путей, сфор-
мированных одинаковыми типами связок.

На рис. 5 приведены примеры множеств КП, выяв-
ленных на образах GT-объектов, неразличимых по ти-
пам составляющих связок с аналогичными путями, вы-
явленными на образах GT-объектов.
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Рис. 3. Множества КП, выявленных на образах GT-объектов в автоматизированном режиме

Рис. 4. Примеры КП между парами фиксированных АЭ, моделирующих локальные изменения
направлений движений РЧ УФС

Рис. 5. Образы GT-объектов, именование которых проблематично

 Таким образом, КП, являясь конструктивно опреде-
ленным на множестве АЭ универсальным аналогом
непроизводного элемента, при его использовании в ка-
честве элементарной составляющей автоматически фор-
мируемой ММ образа GT-объекта бинарного РЦИ зна-
ка произвольного алфавита, предполагает необходи-
мость учитывать его свойства, отражающие в частности,
последовательности типов составляющих его связок. То
есть кратчайшие пути, изображенные на рис. 4, целесо-
образно различать между собой.

2 ОПРЕДЕЛЕНИЕ КАЧЕСТВЕННЫХ
ХАРАКТЕРИСТИК КРАТЧАЙШИХ ПУТЕЙ

В соответствии с проведенными рассуждениями, для
того, чтобы различать принадлежащие одному множе-
ству ),(2 ba ααℑ  пути, порядки следования связок в кото-

рых различны, определим понятия выпуклых вверх, вниз,
влево и вправо КП. Указанные характеристики в некото-
ром смысле аналогичны понятиям выпуклости и вогну-
тости, определенных для кривых в терминах свойств всю-
ду плотных множеств и позволяющих, в частности, учи-
тывать локальные свойства соответствующих объектов,
моделирующих изображения знаков, например, в призна-
ковых [5] и структурных [6] подходах к распознаванию.

Определение 2. Путь ∈kL ),(2 ba ααℑ ,

),( bakk LL αα= = k
k
h

n
hm

k
h

k
h 11 }),{( =+αα , Mmk

h
ˆ∈ , knh ,1= ,

2Kk ∈ , называется верхней границей множества крат-
чайших путей,  если ∈∀ lL ),(2 ba ααℑ ,

lL = ),( balL αα = k
l
r

n
rm

l
r

l
r 11 }),{( =+αα , Mml

r
ˆ∈ , knr ,1= , 2Kl ∈ ,

и )(),( khhh Lji Λ∈α=α∀ ,  )(),( lrrr Lji Λ∈α=α∀ ,



           99

ISSN 1607-3274.    Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2013. № 2

rh ii ≤ , rh jj ≤ , в случае, когда k
hm , }4,1{∈l

rm , knrh ,1, =
или

rh ii ≤ , rh jj ≥ , в случае, когда k
hm , }3,1{∈l

rm ,

knrh ,1, = . (3)

Определение 3. Путь ∈kL ),(2 ba ααℑ ,

),( bakk LL αα= = k
k
h

n
hm

k
h

k
h 11 }),{( =+αα , Mmk

h
ˆ∈ , knh ,1= ,

2Kk ∈ , называется левой границей множества кратчай-

ших путей, если ∈∀ lL ),(2 ba ααℑ ,

lL = ),( balL αα = k
k
h

n
rm

l
r

l
r 11 }),{( =+αα ,  Mml

r
ˆ∈ ,  knr ,1= ,

2Kl ∈ ,  и )(),( khhh Lji Λ∈α=α∀ ,

)(),( lrrr Lji Λ∈α=α∀ , 1,1, += knrh , где lL  – произ-
вольный КП из aα  в bα , выполнено:

rh ii ≤ , rh jj ≤ , в случае, когда k
hm , }4,2{∈l

rm ,

knrh ,1, = , или

rh ii ≥ , rh jj ≤ , в случае, когда k
hm , }3,2{∈l

rm ,

knrh ,1, = . (4)

Примеры верхних и левых границ различных мно-
жеств кратчайших путей приведены на рис. 6.

Аналогично определим нижнюю и правую границы
множества КП.

Определение 4. Путь ∈kL ),(2 ba ααℑ ,

),( bakk LL αα= = k
k
h

n
hm

k
h

k
h 11 }),{( =+αα , Mmk

h
ˆ∈ , knh ,1= ,

2Kk ∈ , называется нижней границей множества крат-
чайших путей,  если ∈∀ lL ),(2 ba ααℑ ,

lL = ),( balL αα = k
l
r

n
rm

l
r

l
r 11 }),{( =+αα ,  Mml

r
ˆ∈ ,  knr ,1= ,

2Kl ∈ , и )(),( khhh Lji Λ∈α=α∀ , )(),( lrrr Lji Λ∈α=α∀ ,

1,1, += knrh , где lL  – произвольный КП из aα  в bα ,

выполнено:

Рис. 6. Верхние (а, б) и левые (в, г) границы множеств КП

rh ii ≥ , rh jj ≥ , в случае, когда k
hm , }4,1{∈l

rm ,

knrh ,1, = , или

rh ii ≥ , rh jj ≤ , в случае, когда k
hm , }3,1{∈l

rm , knrh ,1, = . (5)

Определение 5. Путь ∈kL ),(2 ba ααℑ ,

),( bakk LL αα= = k
k
h

n
hm

k
h

k
h 11 }),{( =+αα , Mmk

h
ˆ∈ , knh ,1= ,

2Kk ∈ , называется правой границей множества крат-
чайших путей,  если ∈∀ lL ),(2 ba ααℑ ,

lL = ),( balL αα = k
l
r

n
rm

l
r

l
r 11 }),{( =+αα ,  Mml

r
ˆ∈ ,  knr ,1= ,

2Kl ∈ ,  и )(),( khhh Lji Λ∈α=α∀ ,

)(),( lrrr Lji Λ∈α=α∀ , 1,1, += knrh , где lL  – произ-
вольный КП из aα  в bα , выполнено:

rh ii ≥ , rh jj ≥ , в случае, когда k
hm , }4,2{∈l

rm ,

knrh ,1, = , или

rh ii ≤ , rh jj ≥ , в случае, когда k
hm , }3,2{∈l

rm ,

knrh ,1, = . (6)

На рис. 7 приведены примеры нижних и правых гра-
ниц множеств КП.

На основании предложенных определений выделим
в различных множествах КП ),(2 ba ααℑ  подмножества
путей, характеризуемых, согласно проведенным рассуж-
дениям, верхней, нижней, левой либо правой ориента-
цией, что позволит при автоматическом моделировании
и именовании на множестве АЭ образов бинарных РЦИ
знаков открытых алфавитов более точно учитывать осо-
бенности сохраняющих ЛГН фрагментов образов GT-
объектов [2].

Определение 6. Путь ∈kL ),(2 ba ααℑ ,

),( bakk LL αα= = k
k
h

n
hm

k
h

k
h 11 }),{( =+αα , Mmk

h
ˆ∈ , knh ,1= ,

2Kk ∈ , называется ориентированным вверх, если

=α∀ k
h )(),( k

k
h

k
h Lji Λ∈α , knh ,2= , выполнено следую-

а) б) в) г )

1,1, += knrh , где lL  – произвольный КП из aα  в bα , вы-
полнено:
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а) б) г )в)

Рис. 7. Нижние (а, б) и правые (в, г) границы множеств КП

a) б) в) г )

Рис. 8. Множества АЭ, формирующие связки ориентированных вверх (а, б) и влево (в, г) КП множеств ),(2 ba ααℑ
(выделены темным)
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соответственно верхняя и нижняя границы множества
),(2 ba ααℑ .

На рис. 8, а), б) приведены примеры множеств АЭ,
формирующих связки ориентированных вверх КП раз-
личных множеств ),(2 ba ααℑ  в соответствии с опреде-
лением 6.

Определение 7. Путь ∈kL ),(2 ba ααℑ ,
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Определение 8. Путь ∈kL ),(2 ba ααℑ ,
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ющее условие:

l
h

t
h

k
h jjj == , 

l
h

k
h

t
h

l
hl

h ii
ii

i ≤≤
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −−
−

2

1
, при }3,1{∈k

hm

либо }4,1{∈k
hm ,

где t
hi , t

hj , l
hi , l

hj  – индексы АЭ Э =αt
h )(),( t

t
h

t
h Lji Λ∈α ,

=αl
h )(),( l

l
h

l
h Lji Λ∈α , ∈lt LL , ),(2 ba ααℑ , 2, Klt ∈ , –

где t
hi , t

hj , l
hi , l

hj  – индексы АЭ Э =αt
h )(),( t

t
h

t
h Lji Λ∈α ,

=αl
h )(),( l

l
h

l
h Lji Λ∈α , ∈lt LL , ),(2 ba ααℑ , 2, Klt ∈ , –
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Рис. 8, в), г) содержат примеры множеств АЭ, фор-
мирующих связки КП, ориентированных влево согласно
определению 7, для различных множеств ),(2 ba ααℑ .

Аналогично ориентированным вверх и влево, для
различных множеств ),(2 ba ααℑ  определим ориентиро-
ванные вниз и вправо КП.
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а) б) в) г )

Рис. 9. Множества АЭ, формирующие связки ориентированных вниз (а, б) и вправо (в, г) КП множеств ),(2 ba ααℑ
(выделены темным)

Если начальные и конечные АЭ КП некоторого мно-
жества ),(2 ba ααℑ  таковы, что ba ii =  или ba jj = , но при
этом ba ii ≠  и ba jj ≠  одновременно,  или

|||| baba jjii −=− , то для фиксированных значений
индексов АЭ Aba ∈αα , , удовлетворяющих указанным
условиям, существует единственный КП между ними,
который состоит из связок только одного типа, при этом
верхняя и нижняя либо левая и правая границы множеств
КП совпадают (рис. 10).

В данном случае соответствующие образы кривых
как элементы GT-объекта, или их фрагменты, характери-
зуемые сохранением ЛГН, на множестве АЭ моделиру-
ются D-отрезками [3], являющимися частными случая-
ми КП. При этом, согласно [1], вариативность в выборе
элементарной составляющей модели образа GT-объек-
та минимальна, следовательно, определение ориентиро-
ванности кратчайшего пути не является целесообразным,
и автоматическое моделирование осуществляется непос-
редственно к выявленным D-отрезкам.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выбор кратчайшего пути в качестве элементарной
составляющей модели образа GT-объекта изображения
произвольного знака открытого алфавита позволяет, в
частности, эффективно осуществлять автоматическую

 
ba jj =  |||| baba jjii −=−  

ba ii =

Рис. 10. Множества КП, состоящие из единственного элемента, являющегося одновременно левой и правой (а–в) либо
верхней и нижней (б–г) границами множеств ),(2 ba ααℑ

а) б) в) г )

соответственно верхняя и нижняя границы множества
),(2 ba ααℑ .

Определение 9. Путь ∈kL ),(2 ba ααℑ ,
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соответственно верхняя и нижняя границы множества
),(2 ba ααℑ .

Примеры множеств АЭ, формирующих, в соответ-
ствии с определениями  8, 9, связки ориентированных
вниз и вправо КП из различных множеств ),(2 ba ααℑ ,
приведены на рис. 9, а), б) и 9, в), г) соответственно.

В случае, если произвольный путь ∈kL ),(2 ba ααℑ ,

2Kk∈ , не является ориентированным вверх, вниз, влево
либо вправо согласно определениям 6–9, он может быть
представлен в виде объединения конечного числа ори-
ентированных КП.
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Проведенные в настоящей работе рассуждения и вве-
денные определения позволяют перейти к рассмотре-
нию проблемы взаимного расположения КП в модели-
руемых D-знаках, что позволит учитывать относитель-
ные характеристики автоматически выявляемых в
процессе декомпозиции элементарных составляющих
образов GT-объектов, представимых в виде множества
путей [4], соответствующих порождающим траектори-
ям исходных изображений знаков, сгенерированных в
соответствии с изложенной в [2] гипотезой.
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ВИЗНАЧЕННЯ ОРІЄНТАЦІЇ ЕЛЕМЕНТАРНИХ СКЛАДОВИХ МОДЕЛЕЙ ЗНАКІВ, ЯКІ ПІДЛЯГАЮТЬ АВТОМА-

ТИЧНОМУ ІМЕНУВАННЮ НА МНОЖИНІ АТОМАРНИХ ЕЛЕМЕНТІВ
Автоматичне моделювання, іменування та опізнавання знаків цифрових бінарних зображень довільної природи є актуаль-

ною науково-практичною задачею, яка знаходить своє використання в багатьох галузях впровадження інформаційних техно-
логій, зокрема, при обробці й аналізі електронних документів. Стаття присвячена конструктивному визначенню структурних
складових зображень, які модулюються після скелетизації при попередній обробці, та їх властивостей, які нададуть можливості
здійснювати автоматичне виявлення вказаних об’єктів з метою наступного формування описів знаків, що іменуються та розпі-
знаються на дискретній множині атомарних елементів.

Ключові слова: автоматичне моделювання, цифрові бінарні зображення, іменування, розпізнавання, декомпозиція, найко-
ротший шлях.
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DETERMINING THE ORIENTATION OF THE ELEMENTARY COMPONENTS OF CHARACTERS MODELS, SUBJECT

TO AUTOMATIC NAMING ON THE SET OF ATOMIC ELEMENTS
Arbitrary nature digital binary images signs automatic modeling, naming and recognition are actual scientific and practical problems,

which are existing in many areas of information technologies application scopes, particularly in electronic documents processing and
analyzing. This article is devoted to a constructive definition of images structure components, that are modeled after skeletonization
during preprocessing, and their properties, which will give an opportunity to perform automatic detection of described objects in order
to form description of future signs, which will be named and recognized on atomic elements discrete set

Keywords: automatic modeling, digital binary images, naming, recognition, decomposition of the shortest path.
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декомпозицию D-знаков [3]. Определения ориентирован-
ных вверх, вниз влево и вправо КП позволяют при фор-
мировании моделей анализируемых D-знаков учитывать
такую характеристику кривых, как выпуклость, традици-
онно используемую, согласно [5, 6], при моделирова-
нии исходных изображений знаков.
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FAULT TOLERANCE OF SPACECRAFT ORIENTATION AND
STABILIZATION SYSTEM

Formed the structure of the orientation and stabilization system for ensuring its active fault
tolerance. Parameterized types of failures of the system functional elements, characterized by
changes in the properties of the conversion elements. Received diagnostic functional models for
solving problems of detection, search the place and establish a class of failure for system.
Developed models and methods of systematic approach to fault tolerance in the direction of
the effective use of the signal, parametric and structural redundancies and selection of parrying
tools. Performed experimental researches of the sample model of the automatic attitude control
and stabilization the properties of active fault-tolerance in emergency modes of operation.

Keywords: stabilization and orientation spacecraft system, fault tolerance, reaction wheel,
angular velocity sensor.

Analysis of priority and future space programs shows
that the actual is the establishment and maintenance of small
satellites with operation period over 15 years [1]. The solution
of this problem involves various difficulties, including the
fault of spacecraft blocks and systems. One promising
avenue is to create a fault-tolerant spacecraft orientation
and stabilization systems.

Small spacecraft conditions of use involves a high precision
working off program reversals with high accuracy stabilization
of the angular position. These conditions with acceptable energy
and mass-dimensional characteristics are able to ensure
reaction wheels (RW) as the executive bodies [2]. An increase
in resources of such systems is achieved by applying the
minimally redundant system schemes of RW [3].

Since any deviation of the spacecraft system parameters
can lead to a deviation from stated rigid requirements for
their work, it is impossible to use traditional approaches to
fault tolerance associated with redundancy of its con-
stouten elements [4]. Therefore, necessary to adopt the
application methods and models associated with providing
of an active fault tolerance.

Significant contribution to the development of models,
methods and means of active fault tolerance was made by

such scientists as R. Isermann, R. Patton, P. Frank, R. Beard,
V. Y. Rutkowski, A. V. Mozgalevskaya, I. V. Kuzmin,
B. I. Dotsenko, J. E. Eisenberg, D. V. Lebedev, A. S. Kulik,
V. S. Blintsov, L. G. Raskin. However, the proposed models,
methods and tools to ensure the active fault-tolerance are
predominantly fragmented and they do not reflect the
dynamics of the control processes, do not con-sider the
possibilities of diagnosing the operational state of the
functional elements, as well as fault parrying through the
effective use of existing and the introduction of additional
redundancies. Consequently, the development of
diagnosing models and methods, as well as failure parrying
to provide an active fault-tolerance of the spacecraft attitude
determination and control in real-time is an important
scientific and applied problem.

PROBLEM FORMULATION

To achieve this purpose the authors have solved the
following problems:

1. Determined the structure of the spacecraft attitude
determination and control system, set of its functional
elements failures types and developed diagnostic models
that connect direct and indirect features.
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2. The models and methods for in-depth diagnosis of
the spacecraft orientation and stabilization system with
depth to failure type are developed.

3. The models and methods for parrying failures in the
spacecraft attitude determination and control system through
effective use of the signal, parametric and structural
redundancies are designed.

4. The experimental procedures for the testing of active
fault-tolerance model sample of spacecraft attitude de-
termination and control system are held. Also evaluated its
comprehensive indicator of the quality and fault tolerance
level.

DETERMINATION OF THE SPACECRAFT
ORIENTATION AND STABILIZATION SYSTEM
STRUCTURE

Consider the generalized block diagram of the perspective
spacecraft orientation control system (Fig. 1).

A typical control system of the perspective spacecraft
includes in the structure the spacecraft as a control object,
RW for generating control moments, complex of angular
velocity gauges (CAVG) for measuring angular velocity, data
spacecraft subsystem for generating control signals applied
to all blocks of the system. To orient the spacecraft and CAVG
data correction at the system uses celestial navigation system
(CNS) and combined orientation sensor (COS).
Electromagnetic drives driven by signals from the
magnetometers installed on spacecraft in order to unload RW.

The initial configurations of accommodating RW on the
spacecraft with minimum redundancy were selected
following variants [5]:

– scheme provided for NASA standards within the
project multipurpose modular platform MMS, shown in
Fig. 2, а;

– the scheme of the executive drives installation of the
company General Electric, with RW kinetic moments directed
from the middle of the cube (Fig. 2, b).

Fig. 1. Structural diagram of the perspective spacecraft control
system

Fig. 2. Minimally redundant RW installation schemes on the
spacecraft

It is known that when comparing different configurations
that satisfy the technical requirements, preference is given
to those who provide the field of formation control torque
to the ellipsoid of the following form:
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where x y zM , M , M  are projections of the total required
reactive RW torque on the axis of the coordinate system
associated (CSA); x y zI , I , I  are spacecraft axial moments of

inertia; x y z, ,ω ω ω� � �  are projections of the desired angular
acceleration on the axis of the spacecraft CSA.

Analysis of the shape of the area under consideration
for the minimally redundant set of schemes for the cases of
the use of all four RW and a failure of one of them showed
that in both modes shape of the control torque for the pyramid
scheme is closer to the required one. Thus, this scheme is
preferable. Also identified the optimal angles of installation
RW by analyzing projections of the trace of the correlation
matrix of the errors (AS Kulik Saturday AM, Reznikov OV).

The result was that the optimal setting angles for the
selected scheme are 45α = ° and 54,7β = °.

At the block diagram of the spacecraft control system
also contains a gauges block, changing the dynamics of the
system. As the gauges on this object were selected angular
velocity sensor (AVS), combined in a block. In this case the
AVS scheme of installation that enables the CAVG deep
diagnosing with depth to failure mode has been selected
the following way: setting of three main AVS vector directed
along the axes of the CSA and the installation of additional
AVS vector collinear to them (Fig. 3).

The analysis of such a setting scheme performed in the
works [6–8], who showed that it provides a CAVG
diagnosable with depth to failure mode.

SPACECRAFT DIAGNOSING SYSTEM
DEVELOPING

In this paper, the spacecraft system of orientation and
stabilization is considered as a combination of automatic
control devices (ACD) and the object of automatic control
(OAC) (Fig. 4), and diagnosing problem reduces to
determining the functional state of the OAC, including the
executive bodies of the spacecraft and the feedback sensors.
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Fig. 3. The installation scheme of AVS on the spacecraft

Many types of failure for the spacecraft orientation and
stabilization system SOSSD  can be separated into many types
of failures of the block of reaction wheels (BRW) BRWD ,

spacecraft spaD  and complex of angular velocity gauges

CAVGD .
In this paper, we do not consider the set of ACD failures,

which is the microcontroller. Fault tolerance of controllers
described in many papers, the current trend – is to use a
spacecraft centralized controllers with a three-or five-fold
redundancy of the main computer unit. Therefore, consider
that the failures of the ACD are parried by switch of reserve
units.

Many types of BRW failures consists of sets of RW
failure modes, and each RW incorporates the PA, contactless
DC motor and tacho, respectively, considered to be 60 kinds
of BRW failures.

Many types of failures for CAVG contains multiple failure
modes each of the AVS separately, total 30 kinds of failures.

In this paper, we also consider the many types of failures
related to the change the moments of inertia of the spacecraft

IMspaD .
One cause of this failure is the spacecraft incomplete or

asymmetric disclosure of solar panels. As shown in various
reports incomplete disclosure may occur due to a structural
defect in the mechanism of the disclosure, a surface tear of
solar cell, mounting damage one of the solar panels at start, etc.

Fig. 4. Functional scheme of spacecraft orientation and
stabilization system with active fault tollerance

When used as an unloading the jet engine, is possible
asymmetrical consumption of fuel and as a result a change
in one of the spacecraft moment of inertia.

Many types of spacecraft failures also includes a variety
of failure modes associated with the inaccuracy of the
external disturbances mathematical model 

distspaD .

Diagnosing these failure modes will be carried out on
two levels: the block and the system. There are only three
levels of the hierarchy of diagnostic software (Fig. 5).

First, the lower level is the block level. Here formed
diagnostic software (DS) for units of sensors, actuators,
calculators not autonomous, but on the basis of their
functioning conditions in a closed loop.

The second level is system. Diagnostic software is
developed for the entire closed-loop control system of
orientation and stabilization. Here is diagnosed how the
system runs its functions under the conditions of space flight.
The third level of the hierarchy is oversystem. At this level
formed diagnostic software for a space mission as a whole.

Block level will form the diagnostic software for CAVG
and BRW based on the conditions of their operation in the
contour of spacecraft orientation and stabilization system.
It allows to provide orientation and stabilization system by
blocks of sensors and actuators with the properties of fault
tolerance when single failures occurred.

At the system level, we will develop diagnostic software
for many types of spacecraft failures to ensure fault tolerance
using systemic connections. Also at the system level, we
will solve the problem of spacecraft orientation and
stabilization system restore functionality in catastrophic
failure in one of the blocks – BRW or CAVG through the use
of auxiliary control devices (magnetometers, jet engines),
and measuring devices (star trackers, GPS, etc.)

Failure modes were grouped into classes defined by the
change of one of the system mathematical model parameters
because of the failures parameterization. Set of failures
classes contains 46 elements that are direct diagnostic
features of failure.

Motion model of system in the presence of it failures
obtained based on the equations system describing the
dynamics of the stabilization and orientation system of the
spacecraft and set of straight diagnostic features. In this
case, is made the transition to a mathematical description in

Fig. 5. Functional scheme of the hierarchy of diagnostic
software
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recurrence-matrix form of the system motion equations
linearized at the operating point.

Analysis of the structural and signaling systems
diagnosable relative to this set of failures classes showed
that the complete diagnosable system is provided on
transitive operating modes of RW and spacecraft in general
and to differ PA and RW failures is necessary to introduce
additional control point between them. Spacecraft is the
object with a known input. Diagnosing its functional state
based on the difference signal of measurement vector and
the reference model output. Since all state variables of
spacecraft (angular speed velocity of the spacecraft and
RW) are directly measurable, as a function of diagnostic
models that connect direct and indirect failure indications,
selected models species
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where qA( )Δ Δγ ,  qB( )Δ Δγ ,  qF( )Δ Δγ , qC( )Δ Δγ ,  are
deviations respectively state matrices of control,
disturbance, and output due to the presence of a direct

indication of failure qΔγ  in system; 0 qBu ( )Δγ� , 0 qCu ( )Δγ�

are matrix characterizing the influence of drift in the elements
of the control object on its state variables and output signals.

Based on the obtained models developed procedures
for processing indirect diagnostic fault features for block
and system levels. They allow to consistently remove the
uncertainties associated with the moment of a failure, its
location, class, and the type. It was taken into account
following. When establishing the facts failure, finding its
place and the class definition is used dichotomous tree that
represents the production knowledge base of diagnosing
process. The nodes of this tree are used predicate
constructions of double type
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where δ is threshold; ( )if y kΔ⎡ ⎤⎣ ⎦ is nonlinear function of

measurement vector ( )y kΔ .
So, as the argument of double predicate uses discrete

deviation of the output signals measurement of the system,

placed in the vector ( )y kΔ , functional relationship of these
measurements and the threshold value that determines

function allowable change [ ]f ⋅ . Nonlinear function [ ]f ⋅
formed via diagnostic models, connecting specific for each
of the main diagnosing problem the direct feature iΔλ  with

indirect  –  the calculation results ( )y kΔ .
To provide diagnosability of the system with a depth to

the RW functional element and differences between failures
in spacecraft and AVS, for all operating modes introduce
additional diagnostic features formed on the basis of the

hypothesis of quasi-stationary direct feature of failure in
the diagnosis interval:
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Fig. 6, 7 and 8 are fragments of search algorithms for
place and the class definition of failure.

Fig. 6. Dichotomous tree search for a place of failure in the
BRW

Fig. 7. Dichotomous tree search for a place of failure in the
spacecraft orientation and stabilization system
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To determine the failure mode are used functional
dependencies, linking a particular failure type with direct
diagnostic features. Final estimate of the parameter
deviations value from the nominal system performed at the
last stage of diagnosis procedure as a result of the evaluation
characteristic values choice, calculated on the steps of
determining the place and class of failure characterizing the
detected type of failure

i i

i i

i

1
1

u0

i

1
u0 i

CA C y(k 1) C

ˆ (k) CB u(k 1) CF f (k 1) y(k).

CB C C y(k)

γ

γ

−
−

γ

γ γ

−
γ

⎛ ⎞− + +⎜ ⎟
⎜ ⎟Δγ = + − + − + Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

�

�

(5)

RECOVERY SYSTEM DESIGN

Developed diagnostic software is a foundation for the
development of tools for the spacecraft orientation and
stabilization system functional state automatic recovery in
emergencies.

Consider the recovery of functional state of spacecraft
orientation and stabilization system on block level. The
starting point for this task is complete diagnosis of the
function block. Based on this information, depending on
the block construction, the principle of its action, the failures
set are selected recovery tools – signal and parametric
adjustment or possible hardware and control algorithms
reconfiguration of the block.

Selection of recovery tools is produced by bases there
control system functioning history, the current type of
failure, the excess resources remaining and future challenges
of the space mission. In this case, the recovery procedure

Fig. 8. Fragment of the dichotomous branch of the failure class
definition in the spacecraft

related to the signal and parametric tuning often have the
highest prior ities,  and procedures relating to the
reconfiguration of the hardware and control algorithms are
called only after all the resources associated with the
adjustment have been exhausted.

After restoring the damaged unit is produced its
diagnosis of the functional state. As a result:

– fully restored functionality of the block and it can be
used in the orientation and stabilization system of spacecraft
as intended;

– working capacity of the unit is not restored and detected
another type of failure, and the previously described cycle
is repeated until complete recovery the functional properties
of the emergency unit.

After a complete recovery, the emergency unit on the
system level signal is transmitted and produced parry of
system failure effects in the blocks for the subsequent
implementation of the flight mission.

However, such situation is possible when failures on
block level can produce such abnormal situation, which is
not possible to parry at this level because of the lack of
excess capacity. In this case, the recovery procedure of the
functional state of spacecraft occurs at the system level,
using the connection between the block and the additional
devices that are not intended directly for the tasks of
orientation and stabilization of the spacecraft, but allowing
performing tasks for space missions.

At the system level are also solved problem of flexible
parry abnormal system situations associated with failures
in the spacecraft construction or significant perturbing
effects.

After the spacecraft orientation and stabilization system
recovery are also produced diagnosing of the restored
system. The full diagnosis allows make a decision to
continue parry the effects of failures, or about the further
implementation of the mission, or about the need parry on
oversystem level (Fig. 9).

EXPERIMENT

Debugging algorithms of diagnosing functional state
and recovery of the orientation and stabilization system of
the spacecraft performed on a specialized hardware-software
complex (HSC), presented in Fig. 10 and Fig. 11.

Functional structure of HSC allows you to enter into the
system failure modes from the considered set, and to
investigate the behavior of the system in the nominal and
emergency modes.

HSC consists of the following elements: a platform with
minimally redundant BRW, established by pyramid scheme
and CAVG, fixed in gimbals, automatic control device and
the PC with specialized software.

The complex software includes low-level software that
provides execution in the control microcontroller module
and the peripheral microcontroller module developed
procedures control of and provide the active fault tolerance.
On the upper level, there is software for performing the
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following functions: information exchange with automatic
control device, setting modes of the system, visualization
and storage of the experimental results.

In order to simulate effect of the considered set of failure
modes on the system using developed HSC, uses software
simulators. They are used because of the fact that they
have essential advantages such as the possibility of rapid

Fig. 9. Parrying tools of orientation and stabilization system of
the spacecraft failures at the system level

Fig. 10. Exterior view of HSC for research models and methods
of maintenance the active fault-tolerance spacecraft attitude

control and stabilization

Fig. 11. The main window of the program results visualization and setting a system operation for spacecraft attitude control and
stabilization

modification, imitation of wide variety operating conditions,
ease of the results interpretation, small power consumption,
a good adaptability. At this distortion of measured and
control signals of the system performed so that the response
to it was analogous reaction to input types of failure.

Fig. 12 shows the functional diagram of RW with software
simulators of failure modes.

Fig. 13 and 14 shows the results of the spacecraft
stabilization control system simulation without active fault
tolerance (dotted line) and with an activated diagnosis and
recovery system (solid line) at the mode of the angular
reorientation of the platform along the OZ axis by
predetermined path.
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Fig. 12. The functional diagram of RW with software simulators
of failure modes

Fig. 13. The results of the spacecraft stabilization control system at break RW with a fourth serial number

Fig. 14. The results of the spacecraft stabilization control system with a decrease in gain Kz

Similarly, research has been done in the modes of attitude
control and stabilization object functioning on the whole
parrying failure modes set. All types of failure were observed
by diagnostics subsystem, found their place, set the class
and defined failure mode.

Average failure detection time was 0,07 s with the average
total time of diagnosis – 0,32 s, and the average time failure
parrying – 1,35 s. Thus, the average time spent on diagnosis
and parry of spacecraft stabilization control system failures
was 1,74 seconds. This time less than time t

pp
= 9 s for

transient system in normal mode in 5,17 times
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CONCLUSIONS

Thus in this paper identified the main trends in modern
space technology that is in reducing the weight and size,
power and cost characteristics, function of space vehicles,
as well as increasing the time of their active life. There was
formed the structure of the orientation and stabilization
system for ensuring its active fault tolerance feature, defined
a set of standard and parameterized types of failures of the
system functional elements, characterized by changes in
the properties of the conversion elements. There was
received diagnostic functional models for solving problems
of detection, search the place and establish a class of failure,
which provide unique analytical relation between direct and
indirect diagnostic features for each diagnosing problem,
take into account the dynamic features of the object, as well
as systemic linkages between its elements. There was
developed diagnostic logic models for detection, finding a
place and establish a class of failure in the system of
automatic orientation and stabilization, the expressions for
the calculation of direct and indirect diagnostic features,
and formed their processing rules that al-low to solve
problems of analytically develop procedures for deep
diagnosing. Further developed models and methods of
systematic approach to fault tolerance in the direction of
the effective use of the signal, parametric and structural
redundancies and selection of parrying tools when there
are multiple connections between the means of parrying
and failure modes. Experimental researches of the sample
model of the automatic attitude control and stabilization the
properties of active fault-tolerance in emergency modes of
operation which have shown operability of the developed
models and methods of deep diagnosing and failures flexible
parrying and fundamental possibility maintain operability
of the object in the event of failure modes in it from the
finished set.
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ОБЕСПЕЧЕНИЕ ОТКАЗОУСТОЙЧИВОСТИ СИСТЕМЫ ОРИЕНТАЦИИ И СТАБИЛИЗАЦИИ КОСМИЧЕСКИХ

АППАРАТОВ
Сформирована структура системы ориентации и стабилизации, обеспечивающая ее активную отказоустойчивость. Парамет-

ризированы виды отказов функциональных элементов системы, характеризующиеся изменением свойств преобразовательных
элементов. Получены диагностические функциональные модели для решения задач обнаружения, поиска места и определения
класса отказа системы. Разработаны модели и методы системного подхода к отказоустойчивости с целью эффективного исполь-
зования сигнальной, параметрической и структурной избыточностей и выбраны инструменты парирования. Проведены экспе-
риментальные исследования макетного образца автоматической системы ориентации и стабилизации для исследования свойств
активной отказоустойчивости в аварийных режимах работы.

Ключевые слова: система стабилизации и ориентации космических аппаратов, отказоустойчивость, двигатель маховик,
датчик угловой скорости.




