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АНОТАЦІЯ 

Актуальність. Мережі 5G здатні покращувати існуючі послуги та забезпечувати нову якість послуг. Мережі зв’язку 5G 
об’єднують в собі різні радіотехнології та технології фіксованих мереж зв’язку, тому їх часто називають гетерогенними, що 
підкреслює їх різницю від інших мереж. Одними із основних особливостей таких мереж є надщільність та ультра малі за-
тримки. Саме Інтернет речей є базовою складовою концепції надщільних мереж. 3GPP пропонує планувати мережі 5G ви-
ходячи із умови, що в 1 км2  є один мільйон пристроїв. Також мережі зв’язку з ультра малими затримками мають великий 
вплив  на методи побудови мереж, особливо для концепції Тактильного Інтернету. Такі мережі потребують децентралізації 
внаслідок вимоги до затримки в 1 мс.  Це вимагає нових підходів побудови мереж нового покоління, що є причиною розви-
тку нових технологій. Однією із таких технологій є  технологія пристрій-пристрій D2D. Ця технологія дає можливість зме-
ншити навантаження на ядро мережі завдяки використанню значної долі трафіка безпосередньо між пристроями і дає мож-
ливість зменшити затримку при забезпеченні послуг мережі.  

Мета. Мета роботи полягає в тому, щоб створити оптимальний комбінований критерій вибору ефективних маршрутів 
трафіка у безпровідній мережі на основі технології D2D. 

Метод. Багато сучасних робіт присвячено вивченню технології D2D, але вони не є повністю дослідженими у питаннях 
вивчення маршрутизації в таких мережах. Досить об’єктивним є дослідження мереж, що побудовані на основі взаємодії 
пристроїв між собою по технології D2D, оскільки такі взаємодії виявилися ефективною технологією.  Це, в свою чергу, ви-
магає розробку відповідних методів маршрутизації у мережах, що використовують технологію  D2D, особливо із врахуван-
ням властивості надщільності мереж 5G. У роботі запропонований критерій вибору маршрутів з врахуванням завад всере-
дині каналів, що утворюють вузли мережі. Цей критерій поєднує в собі вибір маршрутів за критеріями довжини та за крите-
рієм максимума пропускной здатності. 

Результати. Розроблений комбінований критерій вибору маршрутизації трафіка у безпровідній мережі, що використо-
вує технологію D2D. Результати дослідження проілюстровані графічними даними. 

Висновки. Проведені дослідження підтвердили працездатність та ефективність розробленого методу та дозволяють ре-
комендувати його для використання на практиці при вибору маршруту із врахуванням тих властивостей мережі, що в найбі-
льшій степені відображаються на якості маршруту. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: інтернет речей, пристрій-пристрій, маршрутизація, кластеризація. 
 

АБРЕВІАТУРИ 
3GPP – 3rd Generation Partnership Project; 
5G – Fifth Generation of Mobile Networks; 
D2D – Device-to-Device; 
SINR – Signal-to-Interference-plus-Noise Ratio. 
 

НОМЕНКЛАТУРА 
ijSINR  – відношення сигналу до суміші шуму та 

завади на вході вузла приймача j у випадку прийман-
ня сигналу від вузла  i; 

ijP  – потужність сигналу, що передається i-м вуз-
лом на вході j-го вузла з врахуванням загасання у се-
редовищі поширення, Вт; 

)(ijiP  – загальна потужність інтерференції, що фо-
рмується вузлами мережі на вході j-го вузла; 

NP  – потужність завад на вході j-го вузла, Вт; 

iP  – потужність інтерференції на вході j-го вузла, 
Вт; 

ia  – інтенсивність трафіка, мБіт/с; 
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ib  – пропускна здатність каналу, біт/с; 

iСЕРP .  – середня потужність сигналу, що форму-
ється і-м вузлом; 

0a  – трафік рівної інтенсивності; 
a  – загальний трафік, що обслуговується вузлом 

мережі; 
v  – відносна інтенсивність. 

 
ВСТУП 

Мережі зв’язку 5G є гетерогенними, оскільки це 
проявляється у використанні різних технологій на рівні 
мереж доступу, та використання різних методів побу-
дови самих мереж. Для підвищення ефективності ви-
користання мережевих ресурсів у мережах 5G викори-
стовують технологію D2D. Ця  технологія ділиться на 
технології всередині мережі та зовні мережі. Викорис-
тання другого методу дає можливість, за певних умов, 
організувати мережу великого масштабу. 

Об’єктом роботи є процес пошуку маршруту тра-
фіка на основі комбінованого методу згідно критеріям 
маршруту та довжини.  

Предмет роботи є комбінований метод пошуку 
маршруту трафіка на основі критеріїв довжини та ма-
ксимуму пропускної здатності.  

Мета роботи є створення оптимального  комбіно-
ваного критерію вибору ефективних маршрутів тра-
фіка у безпровідній мережі на основі технології D2D.  

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Взаємний вплив вузлів мережі бездротового 
зв’язку, що використовують один і той же частотний 
канал, може мати подвійний характер. В першу чергу 
він проявляється, якщо потужність стороннього сиг-
налу або завади в точці розміщення передавача кори-
сного сигналу досить велика, в результаті передавач 
корисного сигналу оцінює стан середовища як зайня-
тий та чекає її звільнення. Таким чином, має місце 
втрати у часі, тобто збільшується навантаження на 
канал. З іншого боку, якщо потужність завади в цій 
точці  досить невелика, то передавач здійснює пере-
дачу корисного сигналу, а сигнал від іншого джерела 
в точці прийому створює заваду та понижує відно-
шення сигналу до суміші завади та шуму. В результа-
ті, зменшення співвідношення  сигналу до шуму, при-
водить до вибору більш меншої швидкості передачі 
даних у каналі. 

Оскільки наявність стороннього сигналу приво-
дить до зменшення пропускної здатності каналу між 
вузлами, що розглядаються, то при побудові маршру-
ту необхідно прагнути до збільшення потужності ко-
рисного сигналу, зменшенню енергії сторонніх сигна-
лів в точці приймання через SINR. 

Але співвідношення SINR враховує миттєві або се-
редні потужності та не враховує трафік, що форму-
ється вузлами мережі, який визначає степінь взаємно-
го впливу. Мале значення SINR без врахування трафі-
ка не є причиною низької якості каналу. Фактичне 

значення потужності завади буде нульове, якщо вуз-
ли, що враховуються у співвідношенні SINR, не фор-
мують трафік. Найгірша ділянка маршруту визначає 
пропускну здатність цього маршруту. Отже, ділянка 
маршруту, що має найменше відношення  SINR ви-
значає його максимальну пропускну здатність. 

У результаті, задача вибору маршруту можна кла-
сифікувати як задачу оптимізації, що полягає у виборі 
маршруту із максимальною пропускною здатністю, 
що визначається ділянкою з мінімальною пропускною 
здатністю 

 
)}{min(max(max)

ij
ПPij PaP

ijij

∈=
∈

. (1)

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

Мережі зв’язку 5G є гетерогенними, оскільки це 
проявляється у використанні різних технологій на 
рівні мереж доступу, та використання різних методів 
побудови самих мереж. Для підвищення ефективності 
використання мережевих ресурсів у мережах 5G ви-
користовують технологію D2D [1–8]. Ця  технологія 
ділиться на технології всередині мережі та зовні ме-
режі. Використання другого методу дає можливість, 
за певних умов, організувати мережу великого масш-
табу  [9–10]. 

Використання технології D2D дає можливість по-
будови мережі на базі абонентських терміналів, що 
підтримують таку функціональність. Якість функціо-
нування такої мережі описується основними парамет-
рами, що є критичними для реалізації визначених по-
слуг. Якщо цільовою послугою буде доставка даних 
від «речей», то ймовірність доставки повідомлення 
суттєво залежить від структури логічної та фізичної 
мережі [11]. Зміна фізичної структури можлива лише 
із використанням додаткових ресурсів, а зміна логіч-
ної структури забезпечується протоколами маршрути-
зації. 

Якість обраних маршрутів забезпечує ефектив-
ність маршрутизації трафіка. При цьому критерій від-
бору має враховувати ті властивості мережі, які в 
найбільшій степені відображаються на якості марш-
руту. 

На якість каналу між двома сусідніми вузлами 
впливає ряд факторів, що в свою чергу впливають на 
поширення радіосигналу та його обробку в приймачі. 
До них відносять відстань, що визначає загасання си-
гналу у середовищі поширення суміші завад та шуму, 
що мають місце в точці прийому [12–14]. В умовах 
мережі високої щільності найбільша кількість завад 
буде створюватися сусідніми вузлами мережі, що є 
завадами всередині каналів  [15–17]. Отже, при марш-
рутизації трафіка у безпровідній мережі необхідно 
визначити критерій, що враховує ці фактори.  

 
3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 

Алгоритми теорії графів використовуються для 
вирішення цієї задачі. Величину SINR використову-
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ють у якості початкового параметра. Алгоритм вибо-
ру маршруту залежить від протоколу маршрутизації. 
Сформуємо алгоритм, що використовує тривимірну 
операцію [14].  

 

)},,min(,max{ kjikijij SINRSINRSINRSINR =  (2)
 

де ijSINR  це відношення сигналу до суміші шуму та 
завади на вході вузла приймача j у випадку прийман-
ня сигналу від вузла  i, що визначається 

 

,дБ),lg(
iN

ij
i PP

P
SINR

+
=  (3)

 

де ijP  – потужність сигналу, що передається i-м вуз-
лом на вході j-го вузла з врахуванням загасання у се-
редовищі поширення, Вт;  NP – потужність завад на 
вході j-го вузла, Вт;  iP  – потужність інтерференції на 
вході j-го вузла, Вт.  

Оскільки виконується умова Ni PP >>  у мережі ві-
дносно високої щільності  
 

,дБ),lg(
)(iji

ij
i P

P
SINR ≈  (4)

 

де )(ijiP  – загальна потужність інтерференції, що фо-
рмується вузлами мережі на вході j-го вузла. 

Величина потужності відображає лише потенційну 
можливість потужності завади, за умови, що всі вузли 
мережі, що створюють заваду, одночасно знаходиться 
у стані передачі. Але практично ймовірність такої 
ситуації є нульовою. Таким чином, ця модель корис-
на, оскільки дає можливість знайти маршрути, що 
менше всього схильні завадам. Припустимо, що від-
ношення  SINR є визначальною величиною для всіх 
ділянок маршрутів, коли обирається маршрут за кри-
терієм (2). Це має місце, коли активність всіх вузлів 
мережі суворо однакова та визначається трафіком, що 
створюється ними. Таким чином, коли відповідний 
вузол передає данні, то виникає сигнал завади, ймові-
рність якого визначається 

 

,
i

i
i b

ap =  (5)
 

де ia  – інтенсивність трафіка, мБіт/с;  ib  – пропускна 
здатність каналу, біт/с. 

Отже, у мережі із різними рівнями величина ip  
характеризує ступінь впливу завади, що формується 
певним вузлом на пропускну здатність ділянки марш-
руту. 

Енергія сигналу, що створюється і-м вузлом мере-
жі 

 

,. tPtPpw iСЕРiii Δ=Δ=  (6)
 

де iiijСЕР PpP =.  – середня потужність сигналу, що 
формується і-м вузлом. 

У результаті значення відношення сигнал до су-
міші завади та шуму будемо розглядати як середнє 
значення величини ijСЕРSINR . . Таким чином, корис-
туючись цим виразом у задачі вибору маршруту, ре-
зультат вибору маршруту з найбільшою пропускною 
здатністю буде визначатися як відношення сигналу до 
суміші завади та шуму, так і трафіком, що був сфор-
мований вузлами мережі. 

Оскільки у другій моделі всі значення інтенсивно-
сті трафіка рівні, то вона еквівалентна першій і є 
більш загальною. 

Перша модель ілюструє випадок, коли необхідно 
враховувати лише вплив SINR без впливу трафіка.  Це 
має місце у випадку, коли величину трафіка необхід-
но прийняти рівною для всіх вузлів мережі, бо неві-
дома величина трафіка, або необхідно орієнтуватися 
на мінімальний вплив сусідніх вузлів мережі, бо інте-
нсивність трафіка дуже велика. 

У випадку, коли інтенсивність трафіка вузлів ме-
режі мала, то їх впливом можна знехтувати, тоді вираз 
SINR необхідно замінити потужністю корисного сиг-
налу ijP  та вирішувати задачу пошуку маршруту із 
врахуванням заміни. 

Оскільки одночасне використання двох критеріїв 
на кожному кроці процедури пошуку маршруту не 
можливе, то сформуємо умову, за якої буде обиратися 
один із них на певному кроці. Таким чином, це буде 
комбінований критерій 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ε>−

=
,

;},,max{ 0

S
MSMS

SINRij  (7)

де 
 

,ijSINRS =  (8)
 

).,min( kjik SINRSINRM =  (9)
 
У виразі (7) значення величини ε0 є критичним, 

оскільки у випадку його перевищення необхідно збі-
льшити кількість транзитних вузлів. Будемо вважати, 
що рішення вибору додаткового транзитного вузла 
має місце тоді, коли величина ε0 перевищує зменшен-
ня величини SINR для інших вузлів. 

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

Результати вибору маршруту між двома вузлами 
мережі відповідно до критерію мінімальної відстані 
наведені на рис. 1 а,  відповідно критерію максимуму 
пропускної здатності на рис. 1 б, відповідно критерію 
максимуму пропускної здатності із врахуванням завад 
на рис. 1 в, а відповідно критерію максимуму пропус-
кної здатності із врахуванням завад та інтенсивності 
трафіка на рис. 1 г.  
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Використання простих критеріїв вибору маршруту 
по одному із параметрів показує, що вони підходять 
лише для одержання часткових рішень. Ці критерії є 
малопридатними внаслідок великої кількості транзи-
тів та ігнорування впливу обраного маршруту на інші 
вузли мережі.  Комбінований метод вибору маршруту 
дає можливість знайти компроміс між довжиною ма-
ршруту та якістю маршруту. 

Таким чином, параметри обраного маршруту здій-
снюють вплив на мережу зв’язку. Кожний з транзит-
них вузлів маршруту обслуговує створений ним тра-
фік та транзитний трафік. Один вузол може приймати 
участь в декількох маршрутах, а отже величина тра-
фіка, що він обслуговує,  буде визначатися кількістю 
маршрутів, в яких він виконує роль транзитного вуз-
ла. Модель має всі вузли, що формують трафік рівної 
інтенсивності 0a , величина 0/ aav =   є відносна ін-
тенсивність, де a  є загальний трафік, що обслугову-
ється вузлом мережі. 

 
5 РЕЗУЛЬТАТИ 

Аналізуючи рис. 1 а, б бачимо, що довжина марш-
руту, що побудована за критерієм максимуму пропуск-
ної здатності більша, оскільки містить більшу кількість 
транзитних вузлів (у першому випадку їх 5, у друго-
му 13). 

Із рис. 1 в, г бачимо, що довжина маршруту, що 
побудована за критерієм максимуму пропускної здат-
ності з урахуванням інтерференції та інтенсивності 
трафіка менша оскільки містить меншу кількість тра-
нзитних вузлів (у першому випадку їх 9, у другому 7). 

 

 
а б 

 
в г 

Рисунок 1 – Вибір маршрутів за критерієм: а – довжини;  
б –максимуму пропускної здатності; в – максимуму пропус-
кної здатності з урахуванням інтерференції; г – максимуму 
пропускної здатності з урахуванням інтерференції та інтен-

сивності трафіка 

Таким чином, врахування інтерференції, що ство-
рюють сигнали вузлів мережі, сильно впливає на ви-
бір маршруту. Вибір ділянок із максимальним спів-
відношенням SINR викликає у маршруті, що обраний 
згідно критерію відстані, в середньому збільшується 
кількість транзитів. Величина SINR обернено пропор-
ційна відстані між передаючими та приймаючими 
вузлами. При пошуку рішення необхідно враховувати 
збільшення кількості транзитів, що є негативним фак-
тором. Розглянемо комбінований критерій вибору 
маршруту за максимальною пропускною здатністю та 
мінімальною кількістю транзитів. 

Таким чином, необхідно оцінити граничне значення 
0ε , збільшення якого вимагає збільшення кількості 

транзитів. Це здійснимо таким чином. Оскільки збіль-
шення кількості транзитних вузлів у маршруті збільшує 
трафік, що формується у мережі, і відповідно потуж-
ність завади для інших вузлів мережі, при цьому змен-
шуючи відношення SINR. Вибір додаткового транзит-
ного вузла має місце у випадку, коли перевага 0ε  пере-
вищує зменшення величини SINR для інших вузлів. 

 
а б 

 
в г 

 
д 

Рисунок 2 – Вибір маршрутів за критеріями: а – довжини; 
б – максимума пропускной здатності; в, г, д – комбінованим  
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а б 

Рисунок 3 –  Залежності: а – відносної величини навантаження на вузол мережі v від величини переваги 0ε ;  
б – потужності (крива 1) та кількості транзитів інтерференції n (крива 2) від зміни щільності вузлів мережі  

 

Рис. 2 містить результати моделювання маршрутів 
згідно критеріям довжини, максимуму пропускної 
здатності та комбінованому критерію. Мінімальний 
маршрут містить мінімальну кількість транзитів згід-
но рис.  2 а (5 транзитних вузлів). Рис. 2 б ілюструє 
маршрут, що обраний із врахуванням пропускної зда-
тності за умови рівності інтенсивності трафіка всіх 
вузлів (містить 19 транзитних вузлів). Рис. 2 в, г, д 
містить маршрут згідно комбінованого критерію, що 
має 14, 11 та 9 транзитних вузлів за умови, що 

10 =ε  дБ, 30 =ε  дБ та 50 =ε  дБ відповідно. Таким 
чином, при збільшенні значення 0ε  зменшується кі-
лькість транзитних вузів у комбінованому критерії. Ці 
результати свідчать, що прості критерії вибору мало 
використовуються через велику кількість транзитних 
вузлів, а також  ігнорування впливу обраного марш-
руту на інші вузли мережі. Отже, комбінований метод 
вибору маршруту дає можливість обрати компромісне 
рішення між якістю маршруту та його довжиною. 

Рис. 3 містить залежності відносної величини тра-
фіку, що обслуговуються вузлами від величини ви-
грашу 0ε  та залежність потужності та кількості тран-
зитів інтерференції від зміни щільності вузлів мережі. 

Із рис. 3 а бачимо, що зі збільшенням величини 0ε  
відносна величина трафіка v, що обслуговується вуз-
лом зменшується, що пов’язано із зменшенням дов-
жини маршруту. Отже, в середньому кожен із вузлів 
мережі обслуговує від 3 до майже 8 потоків трафіка.  

 
6 ОБГОВОРЕННЯ 

Таким чином, потужність завади, величина SINR 
та характеристики маршрута, залежать від взаємного 
розташування вузлів мережі, що визначається конкре-
тною реалізацією мережі. В моделюванні використали 
пуасонівську модель поля для описання мережі, зруч-
но використовувати щільність користувачів, тобто 
кількість терміналів на одиницю площі. В цьому ви-
падку потужність завади та довжина маршруту будуть 
залежать від щільності вузлів мережі. На рис. 3 б на-
ведені залежності інтерференції зі зміною щільності 
вузлів мережі. 

Одержані залежності показують, що зі зменшен-
ням щільності користувачів, зменшуються середня 

потужність завад та середня довжина маршруту. Та-
ким чином,  в умовах мережі відносно низької щіль-
ності, ефективним засобом побудови мережі буде ор-
ганізація маршрутів. 

 

ВИСНОВКИ 
У роботі вирішено актуальну задачу створення оп-

тимального комбінованого критерію вибору ефектив-
них маршрутів трафіка з урахуванням впливу завад 
всередині каналів на елементи маршруту та на елеме-
нти всієї мережі у безпровідній мережі на основі тех-
нології D2D.  

Науковою новизною є те, що розроблений комбі-
нований метод вибору маршрутизації трафіка у без-
провідній мережі, що використовує технологію D2D. 
Комбінований метод поєднує в собі вибір маршрутів 
за критеріями довжини та за критеріями максимуму 
пропускної здатності. Використання технології D2D 
дозволяє розширити можливості мережі за рахунок 
розвантаження долі трафіка із базової мережі. 

Практична цінність полягає у тому, що запропо-
нований метод дає можливість будувати мережі, що 
має низьку щільність користувачів, досить великого 
масштабу, із використання технології D2D. Крім того, 
запропонований метод дозволяє отримати компроміс-
не рішення, що враховує якість обраного маршруту та 
ступінь впливу цього рішення на якість функціону-
вання мережі. 

Перспективність подальших досліджень полягає 
у пошуку та дослідженні методів вибору транзитних 
вузлів із врахуванням того, що кожен вузол не може 
бути транзитним, оскільки на практиці це зустрічаєть-
ся. 
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КОМБИНИРОВАННЫЙ КРИТЕРИЙ ВЫБОРА МАРШРУТИЗАЦИИ НА ОСНОВЕ D2D ТЕХНОЛОГИЙ 
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AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Сети 5G способны улучшить существующие услуги и обеспечить новое качество услуг. Сети связи 5G 

объединяют в себе различные радиотехнологии и технологии фиксированных сетей связи, поэтому их часто называют гете-
рогенными, что подчеркивает их разницу от других сетей. Одними из основных особенностей таких сетей является сверх 
плотность и ультра малые задержки. Именно Интернет вещей является базовой составляющей концепции сверхплотных 
сетей. 3GPP предлагает планировать сети 5G исходя из условия, что в 1 км2 является один миллион устройств. Также сети 
связи с ультра малыми задержками имеют большое влияние на методы построения сетей, особенно для концепции тактиль-
ного Интернета. Такие сети требуют децентрализации через требования к задержке в 1 мс. Это требует новых подходов 
построения сетей нового поколения, что является причиной развития новых технологий. Одной из таких технологий являет-
ся технология устройство-устройство D2D (device-to-device). Эта технология позволяет уменьшить нагрузку на ядро сети 
благодаря использованию значительной доли трафика непосредственно между устройствами и позволяет уменьшить за-
держку при обеспечении услуг.  

Цель. Цель работы заключается в том, чтобы создать оптимальный комбинированный критерий выбора эффективных 
маршрутов трафика в беспроводной сети на основе технологии D2D.  

Метод. Многие современные работы посвящены изучению технологии D2D, но они не исчерпывающие в вопросах ис-
следования маршрутизации в таких сетях. Достаточно объективным является исследования сетей, построенных на основе 
взаимодействия устройств между собой по технологии D2D, поскольку такие взаимодействия оказались эффективной тех-
нологии. Это, в свою очередь, предполагает разработку соответствующих методов маршрутизации в сетях, использующих 
технологию D2D, особенно с учетом свойства сверх плотности сетей 5G. В работе предложен критерий выбора маршрутов с 
учетом помех внутри каналов, образующих узлы сети. Этот критерий сочетает в себе выбор маршрутов по критериям длины 
и по критерию максимума пропускной способности.  

Результаты. Разработанный комбинированный критерий выбора маршрутизации трафика в беспроводной сети, которая 
использует технологию D2D. Результаты исследования показаны графическими данными.  

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность и эффективность разработанного метода и по-
зволяют рекомендовать этот метод для использования на практике в результате выбора маршрута с учетом тех свойств сети, 
что в большей степени отражаются на качестве маршрута.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: интернет вещей, устройство-устройство, маршрутизация, кластеризация. 
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ABSTRACT 
Context. 5G network is able to improve existing services and provide a new quality of services. 5G communication networks 

combine various radio technologies and technologies of fixed communication networks, therefore they are often called heterogene-
ous, which emphasizes their difference from other networks. One of the main features of such networks is over-density and ultra-low 
latency. It is the Internet of things that is the basic component of the concept of super dense networks. 3GPP suggests planning 5G 
networks based on the condition that 1 million devices is 1 km2. Also, ultra-low latency communications networks have a big impact 
on networking methods, especially for the tactile Internet concept. Such networks require decentralization through 1 ms delay re-
quirements. This requires new approaches to building a new generation of networks, which is the reason for the development of new 
technologies. One such technology is D2D (device-to-device) technology. This technology allows you to reduce the load on the core 
of the network due to the use of a significant proportion of the traffic directly between devices and reduces the delay in providing 
services.  

Objective. The goal of the work is to create an optimal combined criterion for choosing effective traffic routes in a wireless  
network based on D2D technology. 

Method. Many modern works are devoted to the study of D2D technology, but they are not exhaustive in the study of routing in 
such networks. It is objective enough to study networks built on the basis of the interaction of devices with each other using D2D 
technology, since such interactions have proven to be effective technologies. This, in turn, involves the development of appropriate 
routing methods in networks using D2D technology, especially taking into account the property of over-density 5G networks. The 
paper proposes a criterion for selecting routes, taking into account interference within the channels forming the network nodes. This 
criterion combines the choice of routes according to the length criteria and the criterion of maximum throughput.  

Results. A developed combined criterion for selecting traffic routing in a wireless network that uses D2D technology. The results 
of the study are shown in graphic data. 

Conclusions. The experiments confirmed the efficiency and effectiveness of the developed method and allow us to recommend 
this method for practical use as a result of route selection, taking into account those network properties that are more likely to affect 
the quality of the route.  

KEYWORDS: internet of things, device-device, routing, clustering. 
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ABSTRACT 
Context. P-i-n-diodes are widely used in a microwave technology to control the electromagnetic field. The field is controlled by 

the formation of an electron-hole plasma in the region of an intrinsic semiconductor (i-region) under the influence of a control cur-
rent. The development of control devices on p-i-n-diodes has led to the emergence of integral p-i-n-structures of various types, the 
characteristics of which (for example, switching speed, switched power level, etc.) exceed the similar characteristics of volume di-
odes. The properties of p-i-n-structures are determined by a number of processes: the diffusion-drift charge transfer process, the re-
combination-generation, thermal, injection, and the so on. Obviously, these processes should be taken into account (are displayed) in 
the mathematical model of the computer-aided design system for control devices of a microwave systems. Integrated process ac-
counting leads to the formulation of complex tasks. One of them is the task of optimizing the shape, geometric dimensions and 
placement of the injected contacts (an active region). 

Objective. The goal of the work is the development of a mathematical model and the corresponding software of the process of a 
microwave waves  interaction with electron-hole plasma in an active region of  the surface-oriented integral p-i-n-structures with 
ribbon-type freeform contacts to optimize an active region shape and its geometric dimensions.  

Method. The main idea of the developed algorithm is to use the conformal mapping method to bring the physical domain of the 
problem to canonical form, followed by solving internal boundary value problems in this area for the ambipolar diffusion equation 
and the wave equation using numerical-analytical methods (the finite difference method; partial domains method using projection 
boundary conditions  similar to the Galerkin method). The optimization algorithm is based on a phased solution of the following 
problems (the shape and geometric dimensions of the active region are specified at each stage): a computational grid of nodes for the 
physical regions of the problem is being found, in an active region the carriers concentration distribution is being determined and the 
energy transmitted coefficient in the system under study is being calculated, which is used in the proposed optimization functional. 
The extreme values of the functional are found by the uniform search method.  

Results. The proposed mathematical model and the corresponding algorithm for optimizing the shape and geometric dimensions 
of the active region (i-region) of integrated surface-oriented p-i-n-structures expands the tool base for the design of semiconductor 
circuits of microwave frequencies (for example, similar to CST MICROWAVE STUDIO).  

Conclusions. An algorithm has been developed to optimize the shape and geometrical dimensions of the active region of inte-
grated surface-oriented p-i-n-structures with in-depth contacts intended for switching millimeter-wave electromagnetic signals. The 
universality of the algorithm is ensured by applying the method of conformal transformations of spatial domains. The example of the 
application of the proposed algorithm to search for the optimal sizes of wedge-shaped (in cross-section) contacts of silicon structures 
is considered. 

KEYWORDS: conformal mapping method, parameter optimization, ambipolar diffusion process, wave process, microwave 
electromagnetic field switches, integrated p-i-n structure.  

 
ABBREVIATIONS 

EMW is an electromagnetic wave; 
EDM is an electrodynamic model; 
QHM is a quasi-hydrodynamic model; 
DDM is a diffusion-drift model.  

 
NOMENCLATURE 

b is a p-i-n-structure substrate thickness; 
d is a half period contact placement; 

np DD ,  are the diffusion coefficients of holes and 
electrons, respectively; 

е is an electron’s charge; 
E
G

 is an electric field strength vector;  
Ein is an electrical component amplitude of the inci-

dent electromagnetic wave; 

Ei
out is an amplitude of the i-th wave mode passing 

through the p-i-n-structure in the electrodynamic tract; 
)(m

ke  , )(l
kh  are the k-th eigenfunctions of the electro-

magnetic wave equation in a rectangular waveguide; 
h is a contact depth; 
H
G

 is a magnetic field strength vector; 
J is a density of control current (injection current); 
jn,p is a hole or an electron current density; 
k is a wavenumber; 
L is a domains contour; 
LA , LB are the rectangular waveguide dimensions; 
mn,p

* is an effective mass of an electron or a hole; 
n is an electron`s concentration;  
Nd is an alloying profile; 
p is a hole’s concentration; 
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S is the surfaces of the domains; 
Sw, Sp, Sn are the surfaces of the waveguide, the metal 

electrodes respectively;  
T is an energy transmission coefficient; 
V or G are the domains of the solving problems; 
w is a distance between p-i-, n-i-junctions; 
αp, αn are the charge recombination coefficients at p-i- 

or n-i-junction; 
δ is an accuracy; 
δp, δn are the concentrations unbalanced holes and 

electrons;  
Δ
~  is a determinant of the Jacobi transformation ma-

trix; 
ε is a dielectric permittivity;  
εL is a dielectric permittivity of a crystal grid; 
ε0 is an electrostatic constant; 
λ is a wavelength in an unlimited medium; 
λc is a conformal invariant; 
μp, μn are the mobilities of a hole and an electron; 
νn,p is a collision frequency;  
τp

*, τn
* are the relaxation lifetimes of a hole and an 

electron;  
φ is an electrical potential; 
ω is a circular oscillation frequency of an external 

electromagnetic field. 
 

INTRODUCTION 
A microwave switch is an important element of a ra-

dar system. Semiconductor devices on the p-i-n-diodes 
are widely used for the electromagnetic fields switching 
[1, 2]. The switching process comes at the expense of 
formation in the active regions of diodes (i-region) of the 
electron-hole plasma (that shields the electromagnetic 
field). This is due to the injection of charge carriers from 
the contact (p-i, n-i) regions under a control current [1, 2]. 

The process of improving switches based on the p-i-n-
diodes led to the appearance of integrated p-i-n-structures 
(specialized chip). Integrated surface-oriented p-i-n-
structure is a plate made of silicon or other similar mate-
rial, where a set of the injecting n-i and p-i junctions is 
formed on one of the sides [3–5], see Fig. 1a. The ar-
rangement of the structure in a rectangular waveguide (in 
the YOZ plane) for the electromagnetic field control is 
shown schematically in Fig. 1b. 

The basic characteristics of the microwave switch 
(field attenuation level, switching time, frequency charac-
teristics) are determined by a kind, the geometry of the 
structure and the injection contacts, the parameters of the 
electron-hole plasma formed in the i-region (active re-
gion) of the p-i-n-structure. The study of switches proper-
ties at the design and optimization stage is based on a 
number of mathematical models. In particular, electrody-
namic models (EDM), engineering approaches are used to 
establish the electrodynamic characteristics of a system; 
the equations of a quasi-hydrodynamic model (QHM) 
describe the properties of material media [1, 2, 6, 7]. In 
general formulation, the problem is complex, so different 
approximations are used. For example, characteristics are 
averaged; additional conditions are imposed on the proc-

esses of formation of an electron-hole plasma (for exam-
ple, the influence of thermal effects is considered to be 
insignificant), on the course of the wave process in the 
system; the model ideas about the physical subdomains of 
the system are used, etc. Such simplifications provide the 
problem solving algorithm’s performance, permit a gen-
eral understanding about the behavior of the microwave 
switches on the p-i-n-structures, but simplified mathe-
matical models do not allow to obtain adequate optimiza-
tion algorithms. 

 

 
a 

 
b 

Figure 1 – Schematic representations of the p-i-n-structure (a) 
and the microwave switch (b) 

 
The object of study is the processes in the semicon-

ductor microwave control devices. 
The subject of study is the methods and the tools for 

mathematical modeling of the physical processes in the 
switching devices on integral surface-oriented p-i-n-
structures with an active region of an arbitrary configura-
tion. 

The aim of the work is the development of the math-
ematical model of the process of interaction of microwave 
waves with the electron-hole plasma of the active region 
of switching semiconductor surface-oriented integral p-i-
n-structures, which taking into account, based on the use 
of complex analysis methods, the arbitrariness of the 
choice of the shape and geometric dimensions of the ac-
tive region, and the procedure for selecting the parameters 
of the active region for ensuring optimal switching char-
acteristics of the respective systems.  

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Let the active region of the integrated surface-oriented 
p-i-n-structure be a chain of similar elements (region Gi, 
Fig. 1). The structure element is shown schematically in 
Fig. 2. Under the action of the control current electrons 
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and holes penetrate into the active region of the structure 
through the injecting n-i and p-i contacts respectively 
(circuit elements Ln and Lp, Fig. 2) and significantly 
change the electrodynamic characteristics of the active 
region. The p-i-n-structure is installed in a rectangular 
metal waveguide of the millimeter wavelength range. The 
waveguide is disturbed by the main TE10 mode with spec-
ified characteristics (amplitude, frequency, phase). 

 

 
Figure 2 – 2D model of element of integrated p-i-n-

structure (G domain, see Fig. 1b) 
 
To assess the switching properties of an electrody-

namic system, it is necessary to find the energy transmit 
coefficient in the switch: 

 

( ) ( )
22 in

i

out
i EJEJT ∑=                          (1) 

 
at the presence and absence of a control current. Un-
knowns ( )JEout

i  are determined by solving an internal 
electrodynamic boundary value problem for an infinite 
rectangular metal waveguide with an inclusion (similar to 
[8–10]). The electrodynamic characteristics of the active 
region of the p-i-n-structure are described within the 
framework of the application of the QHM of the flow of 
the electron-hole current in semiconductors (similarly to 
[1, 2, 6–7]). The electrodes system is assumed to be ide-
ally conducting.  

One of the features of the problem is that the domain 
G, in general case, non-canonical. It contains curvilinear 
sections of its boundary (Lp, ( )hwxgy p ,,= ; Ln, 

( )hwxgy n ,,=  – the sections of injection contacts). And 
this makes it impossible to directly apply previously de-
veloped methods (for example [4,5]) for calculating the 
system electrodynamic characteristics. In this case, an 
important subproblem is to reduce the original problem in 
the curvilinear domain to the corresponding problem in 
the canonical domain using the developed special numeri-
cal procedure for conformal mappings. In addition, a con-
dition is set for the development of an algorithm for find-
ing the geometric dimensions ( wd ~− , h

~
) of contacts for 

a given shape to ensure, in a certain sense, the optimal 
characteristics of the corresponding technical system in 
order to increase the efficiency of its operation. 

Below is the corresponding mathematical formulation 
of the problem described above. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

The considered switches of the microwave field based 
on the integrated p-i-n-structures are a new type of the 
electrodynamic systems. The operation of the switches 
based on the integrated p-i-n-structures is based on the 
same physical principles as the operation of the traditional 
microwave switches on the bulk p-i-n-diodes. Accord-
ingly, the similar mathematical models are used to for-
mally describe these devices. However, these types of 
switches differ significantly in design and, accordingly, 
switches based on the integrated p-i-n-structures have 
characteristics that differ from the traditional switching 
systems. Let's briefly review the basic mathematical mod-
els. 

Physical phenomena occurring in p-i-n-diodes in sta-
tionary, non-stationary and transient modes of operation 
can be studied in detail on the basis of a number of theo-
retical models. The diffusion-drift model (DDM) has be-
come classic. The scope of the model is limited by the 
spatial characteristics of processes exceeding the relaxa-
tion lengths of the momentum and the energy of the 
charge carriers. For a sufficiently wide class of radioelec-
tronics devices, this model provides good results. Such 
mathematical models are based on continuity equations 
[6, 7]: 

 

*
1

p
p

pjdiv
et

p
τ

δ
−−=

∂
∂ G

, 

*
1

n
n

njdiv
et

n
τ

δ
−=

∂
∂ G

;                            (2) 

 
the hole and electron current density equations: 
 

gradpeDEpej ppp −μ=
GG

, 

gradneDEnej nnn +μ=
GG

;           (3) 
 

and Maxwell's third equation: 
 

( ) ( )dNnpeEdiv +−=εε
G

0 ,  ( ϕ−= gradE
G

).       (4) 
 

In the general case, the mobility and diffusion coeffi-
cients of electrons and holes are functions of the tempera-
ture and of the electric field strength  μn=μn(T, E), 
μp=μp(T, E), Dn=Dn(T, E), Dp=Dp(T, E). The relaxation 
times τp

*, τn
* are also functions of temperature, concentra-

tion of holes, electrons and recombination centers. The 
kind of these functions depends on the recombination 
mechanism. In many practical cases only the Shockley-
Read recombination is considered.  
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Since the p-contact (contour Lp, see Fig. 2) provides 
injection into the active region of holes only, and the n-
contact (contour Ln) of electrons only, the system of equa-
tions (1–3) is supplemented by the boundary conditions in 
the form: 

 

νν =α−
ν∂
∂

−μ JpepeDpEe
pL

ppp , 

 0=α−
ν∂
∂

+μ ν
pL

nnn neneDnEe ,                (5) 

0=α−
ν∂
∂

−μ ν
nL

ppp pepeDpEe ,  

νν =α−
ν∂
∂

+μ JneneDnEe
nL

nnn ,               (6) 

0
0

=α−
ν∂
∂

−μ ν
L

ppp pepeDpEe , 

0
0

=α−
ν∂
∂

+μ ν
L

nnn neneDnEe .                (7) 

 
The recombination coefficients (αp, αn) are introduced 

in a phenomenological way. Jν=J is the injection current. 
L0 is a contour of the surface of the integrated p-i-n-
structure; ν

G
 is a normal vector to the L (L=LpULnUL0ULl) 

contour, which bounds a domain G. 
The boundary conditions for the potential have the 

form: 
 

U
pL =ϕ , 0=ϕ

nL .                         (8) 

 
where U is a potential difference (voltage) between the  
p-i-n-structure contacts. 

Depending on the specific form of the boundary con-
ditions for solving the system of equations (2–4), the cor-
responding analytical methods (for example, the method 
of separation of variables), combined analytical-numerical 
methods (for example, the method of partial domains), or 
numerical methods (for example, difference methods) are 
used. 

The results of solving of the system of equations (1–3) 
with the boundary conditions (4–8) provide the opportu-
nity to obtain the complex function that determines the 
dielectric permittivity ε(x, y) (response to the action of an 
external field) of the active region of p-i-n-structures [7]: 

 

( ) ( )
( )

( )
( )⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ν−ω
−

ν−ωωε
−ε=ε

ppnn
L

im
Jyxp

im
JyxneJyx **

0

2 ,,,,,, .  (9) 

 
The switch energy transmission coefficient (1) in the 

electrodynamic tract is found by solving the system of 
Maxwell's equations [8–10], which is written with respect 

to complex amplitudes, in each of the selected subdo-
mains І, ІІ, ІІІ, ІV (Fig. 1b) (EDM): 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

μω−=

εω=
∧

∧

,

,

mm

mm

HiErot

EiHrot
GG

GG
                     (10) 

 
where ( ) ( )zyxHHzyxEE mmmm ,,,,,

GGGG
==  are vector func-

tions that determine the strengths of electric and magnetic 
fields in the subdomains (m=1…4) of the electrodynamic 

system V (Fig. 1b); 
∧∧
με,  are the dielectric and magnetic 

permeability tensors of the medium, respectively. We 
note that in this problem, each subregion is isotropic, in-
homogeneous, and nonmagnetic. It is reflected by a spe-
cific kind of tensors. The system of equations (11) is sup-
plemented by the boundary conditions at the surface Sw of 
the waveguide and at the surfaces of the integrated struc-
ture metal electrodes Sp, Sn: 
 

,0,

,0,

,,

,,

=
⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
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H

E
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               (11) 

 
where ν

G
 is normal to surfaces Sw , Sp, Sn; ζ is a local co-

ordinate along the normal to the surfaces. Relations (11) 
take into account the ideal conductivity of the electric 
current by the walls of a waveguide. They determine the 
type of waves (modes) existing in the investigated re-
gions. 

The “bonding” of the problem (10–11) solutions in the 
partial regions is carried out by the projection boundary 
conditions of the form [8–10]: 

 
[ ] 0, )()()( =−∫

⊥

dshEE
S

l
k

lm ,  

[ ] 0, )()()( =−∫
⊥

dsHHe
S

lmm
k ,                (12) 

 
where ⊥S  is a cross-section surface of a rectangular 
waveguide (domain V). 

The boundary conditions (12) are written in the form 
of a projection analog of the continuity condition of tan-
gential constituents Е

τ
 and Н

τ
 at the junction of subre-

gions. They are equivalent to the statement: the eigen-
functions of the subregion Vm are decomposed by the ei-
genfunctions of the subregion Vl and vice versa. 

The waveguide is perturbed by the rectangular wave-
guide main mode ТЕ10 (the process parameters such as 
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amplitude, oscillation frequency, phase, are given), which 
propagates in the x-axis direction. 

In addition, the solutions of the system (10) must sat-
isfy the perturbation and radiation partial conditions: 
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where )(),(),( xBxCxA nnn

−++  are functions that describe 
the waves generated in the system, propagate along the x-
axis and in the opposite direction respectively.  

Obviously, in order to obtain the basic characteristics 
of microwave switches, the system of equations (10) 
(electrodynamic problem) and (2–4) (diffusion-drift prob-
lem) with the corresponding boundary conditions must be 
solved sequentially. Depending on the structure of the 
commuting system the boundary conditions are specified 
and simplifying assumptions are selected. 

The problem of estimating the value of the energy 
transfer coefficient of a switch on an integrated surface-
oriented p-i-n-structure with strip contacts is complicated 
by the fact that the i-region of the structure in general case 
non-canonical. The presence of a periodic lattice of elec-
trodes on the surface of the p-i-n-structure further compli-
cates the formulation and solution of the electrodynamic 
problem. Known from literary sources (for example, [11]) 
computational schemes in such cases use a specific record 
of the boundary conditions, which are presented in a 
complex form. 

A feature of this study is the use of conformal map-
ping [12, 13] reduce non-canonical regions of the electro-
dynamic system to the canonical form. This approach 
takes into account the structural features of the switch in 
the integrated form and provides an opportunity to obtain 
a more universal algorithm for calculating the characteris-
tics of the corresponding technical systems. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

Using decomposition approach the set task is reduced 
to a number of “subtasks”: 1) the problem of conformal 
mappings and the reduction of the original problem to the 
canonical domain; 2) to find the solution of the classical 
diffusion problem in the canonical domain; 3) to find the 
solution of classical electrodynamic problems in the con-
ditions of “gluing” their solutions; 4) construction of a 
decision-making algorithm for optimizing parameters (the 
width of the base (d-w) and the depression (h) of the elec-
trode are selected for a given shape). 

1) One way to solve the problem of transforming 
physical domains to canonical form is to use the confor-
mal mapping method [12–14] (the corresponding algo-
rithm is numerically implemented on a computer, which 
ensures its universality). 

Due to the symmetry of the G  domain (Fig. 3a) we 
map its upper subdomain G′  with the boundary 

ABCDEG =′∂  to the interior of the rectangle 
( ){ }QyxxxyxG <<<<=′ ~0,~~~:~,~~ *

*  with border 

EDCBAG ~~~~~~
=′∂  )~~~( yixz +=  (Fig. 3b) under unknown 

(sought-for) functions ),,(~~ yxxx =  ),(~~ yxyy =  and pa-

rameters ,Q  .~E   
The corresponding problem is to solve the Cauchy-

Riemann system 
 

,
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y
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x
x

∂
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=
∂
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x
y

y
x

∂
∂

−=
∂
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                        (14) 

 
under the boundary conditions: 
 

,~~~
*0,0 xxx bhxyAB == +<<=  

,~~~ *
),,(,0 xxx hwxgyhxCD n
== =<<  

,0~~
),()0,( == +<<=∪<<+= bhxhdydybhxAED yy  

;~~
5.00,0 Qyy wyxBC == <<=                  (15) 

,
~~

Qdy
x
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y
x

MN
=

∂
∂

+
∂
∂

−∫  ,BCM ∈  .AEDN ∈  

 

 
a 
 

 
b 
 

Figure 3 – Physical domain G′  (a) and corresponding  

parametric domain G~′  (b) 
 

As it is known [13], it is advisable to carry out inverse 
conformal mappings GG ′→′

~  when the points ,~A  ,~B  

18
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,~C  D~  correspond to the points ,A  ,B  ,C  .D  Then the 
problem is reduced to finding in G~′  the solutions 

),~,~( yxxx =  )~,~( yxyy =  of the Laplace equations 
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under the following boundary conditions 
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and the orthogonality conditions (which are simultane-
ously “connectedness” conditions) [13]: 
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The problem (16–18) is written in the form of a differ-

ence analogue [11,13], using the first-order (left and right) 
difference schemes and the second-order central differ-
ence scheme in the form of: 

 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤≤≤≤

λ++λ++=

λ++λ++=

+−−+

+−−+

;1,1

12/

,12/
2

1,1,
2

,1,1,

2
1,1,

2
,1,1,

ljmi

yyyyy

xxxxx

cjijicjijiji

cjijicjijiji

 (19) 
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where AEm  is number of nodes in the AE section (is de-
termined in the process of solving the difference prob-
lem), ( ),~,~
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termined from condition of “conformal similarity in 
small” of the corresponding quadrilaterals of two domains 
[12]: 
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The following notations are used here:  
 

( ) ( ) ,2
,,1

2
,,1, jijijijiji yyxxa −+−= ++  

( ) ( ) .2
,1,

2
,1,, jijijijiji yyxxb −+−= ++  

 

2) The diffusion-drift problem (similarly to [6,7]) is 
reduced to solving the system of the differential equations 
(2–4) in domain G, G=G1UG2U ( )21 GG ∂∂ ∩ , G1 = {(x,y): 
0<x<h, gp(x,w,h)< y<gn(x,w,h)}, G2 = {(x,y): h<x<h+b, 0< 
y<d} with boundary conditions (5–7) on a closed contour 

****** CCDCEDEEEDDC LLLLLLL ∪∪∪∪∪= boundi
ng domain G (Fig. 4). The transition from the three-
dimensional physical region of the problem to the two-
dimensional (G) is due to the homogeneity of the integral 
p-i-n-structure along the OZ direction and the fulfillment 
of the condition d<<LB. 

The periodicity property of the integrated p-i-n-
structure gives possibility to consider the properties of 
only the selected element of the structure (Fig. 4). In this 
case, the conditions at the boundary of the elements (L1) 
are defined as follow: 
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Figure 4 – The physical domain of the problem 

 
We use some additional conditions. 1) The stationary 

process ( ∂p/∂t=0, ∂n/∂t=0 ) is considered. This mode is 
typical of the microwave switch: the stationary distribu-
tion of charge carriers is established in the structure when 
the control current is supplied to the contacts (the switch-
ing time is much higher than the characteristic times of 
the dynamics of charge carriers in a semiconductor). 2) In 
general, the system of differential equations (2–4) is non-
linear. This fact significantly complicates the process of 
problem solving and requires a detailed study of proper-
ties of the system and its solutions. However, if we as-
sume that the process of charge carrier propagation takes 
place in a self-consistent field then the problem is greatly 
simplified. This mode is often observed in p-i-n-structures 
[4–7]. The terms containing the potential φ are removed 
from the system (2–4) by substitution. We also use the 
approximation p≈n, which is valid for the larger (central) 
part of the domain G, and the assumption τn≈τp. As a re-
sult, the problem is reduced to solving the ambipolar dif-
fusion equation [6,7] in the form: 

 

0=
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 is the ambipolar diffusion coeffi-
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DLD =τ . 

Similarly, we obtain the boundary conditions at the 
boundaries of the domain G (Fig. 4): 
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where pn,γ , γ are charge recombination coefficients on 
the injection contact regions and surface of structure.  

In the canonical domains, the solution of equation (24) 
with boundary conditions (25) is known. However, as it 
was shown above, the optimization problem (15) requires 
taking into account an arbitrary type of elements CDL , 

**DCL  of the boundary of domain G (Fig. 4).  

As a result of the change of coordinates ( )yxxx ~,~= , 
( )yxyy ~,~= , and the corresponding transformation of the 

considered region (16–18), the mathematical model of the 
process of ambipolar diffusion (24–25) of charge carriers 
in the region G~  takes the following form: 
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where ( )yxn ~,~  is the concentration of charge carriers in 
the active region of p-i-n-structures, 
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of the Jacobi transformation matrix. 
Boundary conditions at G~∂ :  
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The following difference analogue is used to solve 

problem (26–27): 
 

( −+−λ++− −+−+ 1,,1,
2

,1,,1 22 jijijiсjijiji nnnnnn  

( ) ( )( ) ) 0/25.0 22
1,1,

2
1,1,, =−+−− −+−+ Djijijijiji Lyyxxn , 

mmi ,−= , nj ,1= , 

p

x
jmp

jmjm

eD
J

n
x
nn

2~
~

,1
,1, −=γ−

Δ

−
−−

−−− , nj ,1= , 

n

x
jmn

jmjm

eD
J

n
x

nn
2~

~
,1

,,1 =γ+
Δ

−
+

+ , nj ,1= , 

20



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 1 

 

© Bomba A. Ya., Moroz I. P., Boichura M.V., 2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-1-2 

0~ 0,
0,1, =γ−

Δ

−
i

ii n
y
nn

, AEAE mmi ,−= ,         (28) 

0~ 1,
,1, =γ−

Δ

−
+

+
ni

nini n
y

nn
, mmi ,−= , 

( −−λ++− −+ 0,1,
2

0,10,0,1 222 iiсiii nnnnn

( ) ) 0/ 22
0,1,0, =−− Diii Lyyn , 

1, −−−= AEmmi , mmi AE ,1+= . 
 
The formed system of linear algebraic equations (28) 

is solved by stepwise fixing of ni,j values at the boundary 
and inside the domain. The condition for the completion 

of such an iterative process is ( ) ( )( )∑
++

=

+ δ<−
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1
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ji

r
ji
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where r is the iteration number. 
3) The transmission coefficient of EMW (1) in the rec-

tangular cross-section waveguide, containing the inte-
grated p-i-n-structure (Fig. 1, b), is found by solving an 
electrodynamic problem (10–13) in the region V = 
{(x,y,z): –∞<x<∞, 0≤y≤LA, 0≤z≤LB }. The solution algo-
rithm is based on the partial domain method [8–10]. Ac-
cording to this method, region V is divided into subdo-
mains so that the medium properties are constant within 
the selected subdomains. There are four main subdomains 
in this problem: VI = {(x,y,z): –∞<x<0, 0≤y≤LA, 0≤z≤LB }, 
VII = {(x,y,z): 0<x<h, 0≤y≤LA, 0≤z≤LB }, VIII = {(x,y,z): 
h<x<h+b, 0≤y≤LA, 0≤z≤LB }, VIV = {(x,y,z): h+b <x<∞, 
0≤y≤LA, 0≤z≤LB }, where І-st and ІV-th have the same 
properties. 

Let the system be perturbed by the ТЕ10-mode (for this 
type of waves Ex=0, the electrical components of the field 
are perpendicular to the propagation direction). The com-
ponents of the EMW field (complex amplitudes) are 
known [8–10]: 
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As a result of the interaction of EMW with the inte-
grated p-i-n-structure in the waveguide, the system of 
ТЕnm modes is perturbed. The components of the electro-
magnetic field in such modes are determined based on 
periodicity property of elements of the integrated struc-
ture and the Maxwell’s system equations (10) under 
boundary conditions (11). In the region VІ the complex 
amplitudes of the field components are described by the 
following relations: 
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ω
π
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с2 ; r  is a sub-domain number; 

εI,IV=1; εIII is defined by function (9), which is averaged 
within VIII; μr=1; +r

lmE  are the amplitudes of the modes 

propagating along the OX direction, −r
lmE  are the ampli-

tudes of modes propagating in the opposite direction to 
OX. The structure of the solutions of the problem (10–11) 
in the regions VІІІ , VІV  has a similar form. 

The corresponding dependencies are also obtained as a 
result of solving the second boundary value problem for 
the Helmholtz equation ( 02 =+Δ⊥ zz HkH ) relative the 
strength of the field magnetic component vector Hz in the 
domain {(y,z): 0≤y≤LA, 0≤z≤LB } [8–10], which is equiva-
lent to problem (10–11). 

The main difficulties are caused by the solution of the 
problem (10–11) in VII, which is characterized by hetero-
geneity and anisotropy. This domain consists of the metal 
sub-regions of the injection contacts and semiconductor 
cells (G1) in which the electron-hole plasma is formed. It 
is known [8–10] that there is no electromagnetic field in 
metal (under ideal conditions, when the conductivity of 
the metal tends to infinity). Thus, electromagnetic waves 
do not penetrate into the volume of metal contacts. Re-
gions (G1) are similar in shape to horn electrodynamic 
systems (a kind of irregular waveguide). It is also known 
[15, 16] that the search for solutions of the problem (10–
13) in the irregular waveguides is a complex problem. 
One way for solving the problem is to convert the physi-
cal domain G1 to the canonical form, followed by a search 
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for solutions to the system of Maxwell`s equations in a 
regular inhomogeneous waveguide. Since in the process 
of solving subproblem 2 we encounter similar problems, 
then, guided by the principle of unification, it is advisable 
to applying for a unified approach to the transformation of 
physical areas. Note, that transformation methods should 
take into account the arbitrary shape of the injection con-
tacts. 

For “bonding” solutions on the interfaces of subdo-
mains, it needs to use the projection boundary conditions 
(12). 

To search for the components of the electromagnetic 
field in the VІІ region, we use the conformal mapping of 
its section in the XOY plane to a rectangle (an algorithm 
similar to (16–18) is used). This approach allows us to 
turn the section of the irregular waveguide VІІ into the 
regular inhomogeneous waveguide II

~V . 
The statement of the problem (10–11) in the new co-

ordinate system ( ( )yxxx ,~~ = , ( )yxyy ,~~ = , z) for TE 
modes (Ex=0) takes the following form. We need to find 
solutions of the Maxwell's equations system: 
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  (31) 

 
where ( )zyxEE yy ,~,~= , ( )zyxEE zz ,~,~= , 

( )zyxHH xx ,~,~= , ( )zyxHH yy ,~,~= , ( )zyxHH zz ,~,~=  
– required functions, which determine the components of 

EMW in the domain VІІ under the conditions 0=
ς∂

∂

⊥S

xH
 

( ⊥S  – a contour of the cross-section of the waveguide 
region VІІ). 

The boundary conditions determine the form of the 
desired functions of the problem as follows:  
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Note that functions (32) describe the process of EMW 
propagation along the OX axis. The components of an 
electromagnetic wave propagating in the opposite direc-
tion have a similar form. Substituting (32) into (31) turns 
the system of partial differential equations (31) into a sys-
tem of ordinary differential equations: 
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The system of differential equations (33) is supple-

mented by initial conditions of the form (12). Moreover, 
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nE  – the amplitude incident on the 2nd boundary (in 
the plane x=h) and reflected from the 2nd boundary of the 
modes, and the value ( )02

1
+

nE  is calculated on the basis of 

(34), ( )02
1
−

nE  is found by solving a system of equations 
similar to (33) with the initial conditions given for x=h 
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− ), which in 

turn are determined from equations similar to (34). 
4) The microwave switch must, under absence of a 

control current, ensure the maximum transmission of 
EMW energy and the minimum transmission of energy if 
it available. It is proposed to obtain the optimal character-
istics of the system under study based on the fulfillment 
of the condition  
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The geometrical dimensions ( ( )wd ~−  – width, h

~
 – 

depth) of the injecting contacts here have the meaning of 
parameters, the values of which are set by the method of 
direct enumeration of possible options (determination of 

ranges of optimal values on the basis of “trial measure-
ments” with subsequent refinement). In this case, the 
shape of the profile of the contact areas is set by specify-
ing the functions ( ) ( )hwxgyhwxgy np

~
,~,,

~
,~, ==  and addi-

tional restrictions are imposed on the size of the region  
G : ,~0 dw ≤≤  bhh +≤≤

~
0 . 

 
4 EXPERIMENTS 

On the basis of the proposed mathematical model, the 
algorithm has been developed that allows a series of com-
puter examinations to be carried out. The input data for 
the algorithm are the parameters of the EMW (wave of 
the TE10 type, E0 = 1, f = 36 GGz), the dimensions of the 
waveguide section ( La = 7.2 mm, Lb = 3.4 mm), the repe-
tition period of the elements of the p-i-n-structure (d≈30 
μm), the thickness of the structure (h+b= 80 μm), the 
physical characteristics of silicon (are shown lower), the 
accuracy of the subtasks solving of each stage (~). 

The algorithm describing the iterative process of  the 
problem solving of reducing the physical region to the 
canonical form, the diffusion-drift problem, the electro-
dynamic problem with the analysis of the information 
received at the each stage, consists of the following steps. 

The boundary of the studied region G′  is set using 
functions y=gn(x,w,h) and values w, h, b, d, m and l – the 
partitioning parameters of the regions (Fig. 3); the accu-
racy δ, the values *

~x  on the segment AB and *~x  – on CD 

(without loss of generality, we assume ,0~
* =x  ),1~* =x  

the initial approximations of the coordinates of the 
boundary, internal nodes and conformal invariants (using 
formulas (19–20) and (22) respectively) are set; we calcu-

late .
1

~~~ *
*

+
−

=Δ
m

xxx  

The partitioning step y~Δ  of the domain λ′G~ , the pa-
rameter Q, the coordinates of the internal nodes, the con-
formal invariants, and the boundary nodes are consistently 

refined according to the formulas ,
~~
c

xy
λ
Δ

=Δ  

( ) ylQ ~1 Δ+= , as well as in accordance with (19–22). 
If the conditions for completing the iterative process 

are not fulfilled [13], then the partitioning step of the re-
gion λ′G~  are refined, otherwise, a grid is constructed that 
corresponds to an element of the integrated p-i-n-structure 
with the help of nodal points ),( ,, jiji yx  

,1,1( +−−= mmi  )1,0 += nj  taking into account the 
corresponding symmetry ,~~( ,1,1 jimjmi xx −+−− =  

).~~
,1,1 jimjmi yy −+−− =   

Then, by point-to-point fixing of values, the system of 
linear algebraic equations (28) is solved. 

The obtained distribution of charge carriers in the sub-
regions G1 and G2 are averaged and used to determine the 
dielectric constant (9) of the active region. 

23



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 1 

 

© Bomba A. Ya., Moroz I. P., Boichura M.V., 2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-1-2 

The next step is the solution of the electrodynamic 
problem (33–34). The equations of type (34) form a sys-
tem of linear algebraic equations, which are jointly solved 
with systems of equations of type (33). The solutions are 
obtained as a result of an iterative process of solving a 
system of equations of type (33–34). And the classical 
computational methods of Runge-Kutta and Gauss are 
used. The convergence of the process is proved experi-
mentally. 

The general idea of the algorithm for determining the 
optimal configuration of the shape and the size of the in-
jecting contacts is to sort through all possible sets of val-
ues ],[ RL www∈  and ],[, TB hhh ∈  with steps 

wLR mwww /)( −=Δ  and ,/)( hBT mhhh −=Δ  at which 
the functional (35) takes the maximum value, where wL, 
wR, hB, hT are the predefined left, right, lower and upper 
boundaries of the enumeration sections of the injecting 
contact configurations, mw, mh is the number of split 
points of the segments. The corresponding iterative step 
of finding the energy transmission coefficient in the 
switch is reduced to the sequential solution of subprob-
lems (19–22) (for conformal mapping), (28) (for finding 
the distribution of charge carriers concentration), averag-
ing of the concentration separately in regions G1 and G2, 
calculating the permittivity by the formula (9), solving a 
system of equations of type (33–34) and functional (35). 

 
5 RESULTS 

We give two examples of mapping the grid of nodes 
of the canonical domain to the physical domain of the 
problem. In the case, when the boundary of the contact 
region (p-i- and n-i- junctions) is determined by the pa-
rameters  w=2,  h=2,  b=8,  d=4 (relative units are used 
here) and function y=0.5(x(d–w)/h+w), at the number of 
partition nodes m=100, l=400 and ,0~

* =x  1~* =x , the 
grid shown in Fig. 5a (wedge-shaped contact) is obtained. 
If the shape of the contour CD is described by a function 
of the form 

( ) 1/)1)(5.0(115.0 222 +−−−−−= hwdxwy  and 
l=464, the grid of nodes is obtained as displayed in 
Fig. 5b. The results of similar calculations for the cross-
section 1G  of the active region VII at ,50=m  36=l  and 

,50=m  43=l  are shown in Fig. 5c and Fig. 5d respec-
tively. 

Fig. 6 shows the calculations results of the charge car-
riers concentration distribution for the case of determining 
section CD in the form of a straight line segment 
y=0.5(x(d–w)/h+w) for the following input data: m=100, 
l=400, d=0.003024 cm, b=0.0070928 cm, 
w=0.0012096 cm, h=0.0009072 cm, 

,0~ ** →
∪∂

∂

DCCDx
n  ,0~ *** →

∪∂
∂

EECCy
n     

γn=105 cm–1,   γp=2·105 cm–1, τ=10–4 s, Jmin=10–3 A/cm2,  
Jmax=10 A/cm2, Dp=25 cm2/s, Dn=35 cm2/s.  
 

 
a 

 
b 

           
c d 

Figure 5 – Examples of computational grids for an element of 
the integrated p-i-n-structure G  (a, b) and the cross-section 1G  
of the region VII (c, d) at the form of a contact in the form of a 
straight line segment (contact region of a wedge-shaped shape) 

(a, c) and an ellipse section (b, d) 

 
a 

 
b 

Figure 6 – Distribution of the concentration of charge carriers in 
the active region of p-i-n-structures in various angles of view 

(wedge-shaped contact region) 
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For a given shape of the contact region  
(y=0.5(x(d–w)/h+w) wedge-shaped contact), the depend-
ences of the average concentration of electron-hole 

plasma ( ( )∫∫=

iGi VG
dxdyyxn

V
n ,1 ), the real and imaginary 

components of the dielectric constant (9) of the active 
region of the integrated p-i-n-structure on the value of the 

parameters h, w, d are shown in Fig. 7 (parameters used: 
εL=11, c=3·108 m/s, e=1.6·10–19 C, ε0=8.85·10–12 F/m, 
ω=226.95·109 rad/s, νn=25·1012 s–1, νp=20·1012 s–1,  
mn=9.646·10–31 kg, mp=5.096·10–31 kg). 

Typical ( )jhwT ,,  behavior depending on the values 
of the parameters h, w, d and the contact shape is shown 
in Fig. 8. 

  

 
 

 

a b 

 
 

 

c d 

  
e f 

Figure 7 – Dependences of the average plasma concentration (a, b), the real (c, d) and imaginary (e, f) parts of the dielectric constant 
of the active region on the parameters w (h=0.0024) (a, c, e) and h (w=0.0012096) (b, d, f) in the 1G  (line with circle markers) and 

2G  (line with square markers) domains 
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a 

 
b 

Figure 8 – Dependences of the EMW transmission coefficient in 
the absence (line with circle markers) and presence (line with 

square markers) of a control current on the parameters w 
(h=0.0024) (a) and h (w=0.0012096) (b); their difference is rep-

resented by a line with triangle markers 
 

In the specific case of wedge-shaped contact shape, the 
following optimal values were obtained: the base of the 
wedge is 6.5~ ≈−wd  μm, and the height is  

20
~
≈h  μm. 

 

6 DISCUSSION 
The numerical experiments results unquestioningly con-

firm the importance of the proposed approach of the confor-
mal transformation of the physical region (active region of 
the integrated p-i-n-structure), which makes it possible to 
extend traditional modeling methods to cases of complex 
regions. In addition, there is an opportunity to optimize the 
characteristics of the switches on the integrated tape-type p-i-
n-structures. We also note that the proposed numerical pro-
cedure of the conformal mapping method provides an opti-
mal choice of the computational grid. In this case, the ratio 
between the parameters of dividing curvilinear quadrangular 
regions can be carried out in a semi-automatic mode, for 
example, when the corresponding constituent rectangles ap-
proach the squares. 

The obtained results  are consistent with the results of the 
studies, which are reflected in [4–6]. Note that the proposed 
algorithm differs from the existing ones in the accuracy of 
the model and universality, which makes it possible to use it, 
in particular, to solve the optimization problem. 

Undoubtedly, the proposed approach can be easily trans-
ferred to the cases of inhomogeneous media, media with 
pronounced spatiality, cases of taking into account the dy-
namics of the medium, in particular, due to the inverse influ-
ence of the characteristics of the process on the characteris-
tics of the medium [17]. 

Note: this task on conformal mappings can also be used 
to find the distribution of the potential lines φ and the field 
lines ψ ( x~  corresponds to the equipotential lines φ=φ(x,y), 
y~  corresponds to the field lines ψ=ψ(x,y)). 

 
CONCLUSIONS 

As a result of the present research, mathematical and 
computer models of the process of interaction of microwave 
EMW with electron-hole plasma of the active region of inte-
grated p-i-n-structures are obtained. The mathematical model 
allows to obtain a number of important characteristics of the 
switch: the EMW transmission coefficient  through the 
switching system at a high / low level of control current (the 
structure insertion losses in the waveguide), the dielectric 
permittivity of the active region of p-i-n-structures, charac-
terizes its electrodynamic properties; the distribution of 
charge carriers in the active region is established as a result 
of their injection from p-i and n-i junctions under the action 
of a control current. The obtained characteristics are consis-
tent with the data obtained using the one-dimensional model 
of the process of ambipolar diffusion of the model of averag-
ing the electrodynamic characteristics of layers of the inte-
grated structure. 

The scientific novelty of obtained results is that the pro-
posed mathematical model takes into account the structural 
features of the injected contacts of the integrated circuit, 
which in essence is a p-i-n-structure, and in a certain sense is 
universal. Such a result was achieved by using the method of 
conformal mappings to reduce the physical areas of the prob-
lem to a canonical form. The approach proposed in this paper 
allows to carry out a procedure for optimizing the shape and 
geometric dimensions of an element of a p-i-n-structure and 
injection contacts, in particular, with arbitrary sets of input 
data of the switching system (operating frequency, type of 
semiconductor material, etc.). 

Prospects for further research. The constructed 
mathematical model is characterized by an increased level of 
detail of the processes in the system under study compared to 
existing models and, accordingly, an increased level of com-
plexity, which, in turn, requires the attraction of significant 
resources of computing systems. Therefore, this work pro-
vides an example of the application of the developed optimi-
zation algorithm for only one type of (wedge-shaped) injec-
tion contacts. The general optimization procedure requires a 
separate, more detailed study. In addition, the questions of 
the heating  influence of the electron-hole plasma of the p-i-
n-structure by the control current and of the effect of the 
shape and geometric dimensions of the injected contacts on 
the heat balance of the system remain open. Obviously, these 
factors must be taken into account when solving the optimi-
zation problems of microelectronics. 
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AНОТАЦІЯ 

Актуальність. P-i-n-діоди широко використовуються у техніці надвисоких частот для управління електромагнітним полем. Ке-
рування полем здійснюється за рахунок формування в області власного напівпровідника (і-області) електронно-діркової плазми під 
дією керуючого струму. Розвиток керуючих пристроїв на p-i-n-діодах привів до появи інтегральних p-i-n-структур різних типів, 
характеристики яких (наприклад, швидкодія, рівень комутованої потужності тощо) перевищують аналогічні характеристики 
об’ємних діодів. Властивості p-i-n-структур визначають ряд процесів: дифузійно-дрейфовий процес перенесення зарядів, рекомбі-
наційно-генераційні, теплові, інжекції тощо. Очевидно, що зазначені процеси повинні враховуватись (знаходити відображення) у 
математичній моделі системи комп’ютерного проектування керуючих пристроїв надвисокочастотних систем. Комплексне враху-
вання процесів приводить до постановки складних задач. Одна із них – задача оптимізації форми, геометричних розмірів та розмі-
щення інжектуючих контактів (активної області). 

Мета. Полягає у розробці математичної моделі та відповідного їй програмного комплексу процесу взаємодії надвисокочастот-
них хвиль з електронно-дірковою плазмою в активній області напівпровідникових комутуючих поверхнево-орієнтованих інтегра-
льних p-i-n-структур з контактами стрічкового типу для проведення процедури оптимізації форми та геометричних розмірів актив-
ної області.  

Метод. Основна ідея розробленого алгоритму – застосування методу конформних відображень для приведення фізичної облас-
ті задачі до канонічного вигляду з подальшим розв’язанням на даній області внутрішніх крайових задач для рівняння амбіполярної 
дифузії та хвильового рівняння чисельно-аналітичними методами (використано метод скінченних різниць, частинних областей із 
застосуванням проекційних граничних умов, аналог методу Гальоркіна). В основі оптимізаційного алгоритму лежить поетапне 
розв’язання (при заданих на кожному етапі формі та геометричних розмірах активної області) наступних задач: знаходиться розра-
хункова сітка вузлів для фізичних областей задачі, розраховується  розподіл концентрації носіїв заряду в активній області, обчис-
люється коефіцієнт передачі енергії в досліджуваній системі, який входить в запропонований оптимізаційний функціонал. Екстре-
мальні значення функціоналу знаходяться методом рівномірного пошуку. 

Результати. Запропонована математична модель та відповідний результативний алгоритм оптимізації форми та геометричних 
розмірів активної області (і-області) інтегральних поверхнево-орієнтованих p-i-n-структур розширює інструментальну базу для 
проектування напівпровідникових схем надвисоких частот (аналогічних, наприклад, CST MICROWAVE STUDIO). 

Висновки. Розроблено алгоритм оптимізації форми та геометричних розмірів активної області інтегральних поверхнево-
орієнтованих p-i-n-структур з заглибленими контактами, що призначені для комутації електромагнітних сигналів міліметрового 
діапазону. Універсальність алгоритму забезпечується застосуванням методу конформних відображень просторових областей. Роз-
глянуто приклад застосування запропонованого алгоритму для пошуку оптимальних розмірів клиновидних (в поперечному розрізі) 
контактів кремнієвих структур. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: метод конформних відображень, оптимізація параметрів, процес амбіполярної дифузії, хвильовий про-
цес, комутатор електромагнітного поля надвисоких частот, p-i-n-структура. 
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность. P-i-n-диоды широко используются в технике сверхвысоких частот для управления электромагнитным полем. Управле-
ние полем осуществляется за счет формирования в области собственного полупроводника (i-области) электронно-дырочной плазмы под 
действием управляющего тока. Развитие управляющих устройств на p-i-n-диодах привел к появлению интегральных p-i-n-структур различ-
ных типов, характеристики которых (например, быстродействие, уровень коммутируемой мощности и т.д.) превышают аналогичные харак-
теристики объемных диодов. Свойства p-i-n-структур определяют ряд процессов: диффузионно-дрейфовый процесс переноса зарядов, ре-
комбинационно-генерационные, тепловые, инжекции и тому подобное. Очевидно, что указанные процессы должны учитываться (находить 
отражение) в математической модели системы компьютерного проектирования управляющих устройств сверхвысокочастотных систем. 
Комплексный учет процессов приводит к постановке сложных задач. Одна из них – задача оптимизации формы, геометрических размеров и 
размещения инжекционных контактов (активной области). 

Цель. Заключается в разработке математической модели и соответствующего ей программного комплекса процесса взаимодействия 
сверхвысокочастотных волн с электронно-дырочной плазмой в активной области полупроводниковых коммутирующих поверхностно-
ориентированных интегральных p-i-n-структур с контактами ленточного типа для проведения процедуры оптимизации формы и геометри-
ческих размеров активной области. 

Метод. Основная идея разработанного алгоритма – применение метода конформных отображений для приведения физической области 
задачи к каноническому виду с последующим решением на данной области внутренних краевых задач для уравнения амбиполярной диф-
фузии и волнового уравнения численно-аналитическими методами (использован метод конечных разностей, частных областей с примене-
нием проекционных граничных условий, аналог метода Галеркина). В основе оптимизационного алгоритма лежит поэтапное решение (при 
заданных на каждом этапе форме и геометрическим размерам активной области) следующих задач: находится расчетная сетка узлов для 
физических областей задачи, рассчитывается распределение концентрации носителей заряда в активной области, вычисляется коэффициент 
передачи энергии в исследуемой системе, входящий в предложенный оптимизационный функционал. Экстремальные значения функциона-
ла находятся методом равномерного поиска. 

Результаты. Предложенная математическая модель и соответствующий результативный алгоритм оптимизации формы и геометриче-
ских размеров активной области (i-области) интегральных поверхностно-ориентированных p-i-n-структур расширяет инструментальную 
базу для проектирования полупроводниковых схем сверхвысоких частот (аналогичных, например, CST MICROWAVE STUDIO). 

Выводы. Разработан алгоритм оптимизации формы и геометрических размеров активной области интегральных поверхностно-
ориентированных p-i-n-структур с углубленными контактами, предназначенных для коммутации электромагнитных сигналов миллиметро-
вого диапазона. Универсальность алгоритма обеспечивается применением метода конформных отображений пространственных областей. 
Рассмотрен пример применения предложенного алгоритма для поиска оптимальных размеров клинообразных (в поперечном разрезе) кон-
тактов кремниевых структур. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: метод конформных отображений, оптимизация параметров, процесс амбиполярной диффузии, волновой про-
цесс, коммутатор электромагнитного поля сверхвысоких частот, p-i-n-структура. 
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ABSTRACT 
Context. We consider the Kolmogorov-Wiener filter for forecasting of telecommunication traffic in the framework of a continu-

ous fractional Gaussian noise model.  
Objective. The aim of the work is to obtain the filter weight function as an approximate solution of the corresponding Wiener-

Hopf integral equation. Also the aim of the work is to show the convergence of the proposed method of solution of the corresponding 
equation. 

Method. The Wiener-Hopf integral equation for the filter weight function is a Fredholm integral equation of the first kind. We 
use the truncated polynomial expansion method in order to obtain an approximate solution of the corresponding equation. A set of 
Chebyshev polynomials of the first kind is used. 

Results. We obtained approximate solutions for the Kolmogorov-Wiener filter weight function for forecasting of continuous 
fractional Gaussian noise. The solutions are obtained in the approximations of different number of polynomials; the results are ob-
tained up to the nineteen-polynomial approximation. It is shown that the proposed method is convergent for the problem under con-
sideration, i.e. the accuracy of the coincidence of the left-hand and right-hand sides of the integral equation increases with the num-
ber of polynomials. Such convergence takes place due to the fact that the correlation function of continuous fractional Gaussian 
noise, which is the kernel of the corresponding integral equation, is a positively-defined function.  

Conclusions. The Kolmogorov-Wiener filter weight function for forecasting of continuous fractional Gaussian noise is obtained 
as an approximate solution of the corresponding Fredholm integral equation of the first kind. The proposed truncated polynomial 
expansion method is convergent for the problem under consideration. As is known, one of the simplest telecommunication traffic 
models is the model of continuous fractional Gaussian noise, so the results of the paper may be useful for telecommunication traffic 
forecast. 

KEYWORDS: Kolmogorov-Wiener filter weight function, continuous fractional Gaussian noise, Chebyshev polynomials of the 
first kind, telecommunication traffic forecast, method convergence.  

 
NOMENCLATURE 

T  is the time interval along which the input data are 
observed; 

k  is the time interval for which the forecast should be 
made; 

( )h t  is the Kolmogorov-Wiener filter weight function; 
H  is the Hurst exponent; 

( )nS t  are the Chebyshev polynomials of the first kind 
which are orthogonal on the time interval (0, )t T∈ ; 

( )R t  correlation function of fractional Gaussian noise. 
 

INTRODUCTION 
The problem of telecommunication traffic forecast is a 

topical problem of telecommunications. Traffic in tele-
communication systems with data burst transfer is a self-
similar process [1]. It should be stressed that self-similar 
processes take place in a huge variety of different systems 
(see, for example, [2]), and their forecast is investigated 
not only for telecommunication traffic, but also for other 
systems (see, for example, [3, 4]).    

One of the simplest models of self-similar telecom-
munication traffic is the model where the traffic is con-

sidered to be a fractional Gaussian noise [1]. In [5] it is 
stressed that it is reasonable to consider traffic as a con-
tinuous random process because of a large amount of da-
ta. So, in a simple model the traffic can be treated as a 
continuous fractional Gaussian noise. 

Fractional Gaussian noise is a stationary random proc-
ess, so the Kolmogorov-Wiener filter may be used in or-
der to investigate the traffic forecast. This paper is de-
voted to the obtaining of the weight function of the corre-
sponding filter. In this paper we consider only the case 
where the Hurst exponent 0.5Н > .  

The weight function under consideration obeys a 
Fredholm integral equation of the first kind [6]. We pro-
pose to use the truncated polynomial expansion method in 
order to obtain an approximate solution of the correspond-
ing integral equation. The correlation function of frac-
tional Gaussian noise, which is the kernel of the consid-
ered integral equation, is a positively-defined function [7], 
so the proposed method should be convergent. 

The obtained results may be important for forecasting 
of telecommunication self-similar traffic.  

The object of study is the Kolmogorov-Wiener filter 
for continuous fractional Gaussian noise. 
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The subject of study is the weight function of the 
corresponding filter. 

The aim of the work is to obtain the corresponding 
weight function as an approximate solution of the Fred-
holm integral equation of the first kind. Also the aim of 
the work is to show the convergence of the truncated 
polynomial expansion method for the problem under con-
sideration. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

As is known [6], the Kolmogorov-Wiener weight 
function obeys the Wiener-Hopf integral equation 

 

( ) ( ) ( )
0

T

d h R t R t kτ τ − τ = +∫ . (1)

 
The correlation function of continuous fractional Gaus-
sian noise for 0.5Н >  is as follows [7] 
 

( ) ( ) 2 222 2 1 HR t Н Н t −= − σ , (2)
 
where σ  is the process variance. After substitution of (2) 
into (1) one can obtain 
 

( ) ( )2 2 2 2

0

T
H Hd h t t k− −τ τ − τ = +∫ , ( )0,t T∈ , (3)

 
where the fact that 0k > , and obviously 0t k+ > , is 
used. The problem is to obtain the function ( )h τ  as an 
approximate solution of the integral equation (3). 
 

2 REVIEW OF THE LITERATURE 
As is known, traffic in telecommunication systems 

with data burst transfer is a self-similar process, and one 
of the simplest self-similar traffic models is the model of 
fractional Gaussian noise [1].  Fractional Gaussian noise 
is a stationary random process [7], so its forecast may be 
obtained on the basis of the Kolmogorov-Wiener filter. 
According to [5], the traffic is considered as a continuous 
random process, which is reasonable in case of a large 
amount of data. 

In the case of a continuous process the Kolmogorov-
Wiener weight function obeys a Fredholm integral equa-
tion of the first kind [6]. An exact analytical solution of 
such an equation meets difficulties, so we use the trun-
cated polynomial expansion method in order to obtain an 
approximate solution of the corresponding equation.  

In our previous papers [8–10] we investigated the cor-
responding method for the case of fractal processes with a 
power-law structure function. In [8] we used polynomials 
which are orthogonal on the time interval (0, )t T∈  with-
out weight, and in [9, 10] we used the Chebyshev poly-
nomials of the first and second kind, respectively. It was 
shown that the behavior of the method convergence is 
identical for all the polynomial sets investigated in [8–
10], and the method is not necessarily convergent for frac-

tal processes with a power-law structure function. The 
reason is as follows. The method convergence is guaran-
teed [11] if the kernel of the corresponding integral equa-
tion is a positively-defined function. As can be seen from 
eq. (1), the kernel of the integral equation under consid-
eration coincides with the correlation function of the ran-
dom process under consideration. The correlation func-
tion of a fractal random process with a power-law struc-
ture function is not a positively-defined function, so for 
that case the method convergence is not guaranteed. 

But, as is known [7], in the case where 0.5Н >  the 
correlation function of fractional Gaussian noise, in con-
trast to the correlation function of a process with a power-
law structure function, is a positively-defined function. So 
the truncated polynomial expansion method should be 
convergent for the problem under consideration. In this 
paper a set of Chebyshev polynomials of the first kind is 
used. 

    
3 MATERIALS AND METHODS 

In the framework of the truncated polynomial expan-
sion method [8–10] the function ( )h τ , which is the solu-
tion of the integral equation (3), is sought as a truncated 
orthogonal polynomial series 

  

( ) ( )
1

[ ]

0

l
l

m m
m

h g S
−

=

τ = τ∑ , (4)

 
where l  is the number of polynomials and [ ]l

mg  are coef-
ficients multiplying the polynomials. The function ( )h τ  
in the form (4) is the solution in the l -polynomial ap-
proximation.  

The polynomials ( )mS τ should be orthogonal on 
(0, )Tτ∈ . In this paper this set is constructed on the basis 

of the Chebyshev polynomials of the first kind. As is 
known [12], the explicit expressions for the Chebyshev 
polynomials of the first kind are 

 

( ) ( )
[ ]2

2 2 2

0
1

m
jj m j

m m
j

T x C x x −

=

= −∑ , (5)

 
where [ ]y  is the integer part of  y  and 
 

( ) ( )
2 !

2 ! 2 !
j

m
mC

j m j
=

−
. (6)

 
As is shown in [9], the following orthogonality rela-

tion is valid: 
 

( )
0

2 21 1
2

T

n m n mn
y y TT T w y dy A

T T
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ , (7)

 
where  
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( )
1 2221 1yw y

T

−
⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

, 
, 0;
2, 0,n

n
A

n
π =⎧

= ⎨π ≠⎩
 (8) 

and  
1, ;
0, ,mn

m n
m n
=⎧

δ = ⎨ ≠⎩
  (9) 

 
is the Kronecker delta. So, the polynomials 
 

( ) 2 1n n
tS t T

T
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (10) 

 
are orthogonal on (0, )t T∈  with the weight ( )w t , and 
they may be used in the expansion (4). 

By substituting (4) into (3) one can obtain 
 

( ) ( )
1

2 2 2 2[ ]

0 0

Tl
H Hl

m m
m

g d S t t k
−

− −

=

τ τ − τ = +∑ ∫ , (11) 

 
and by multiplying  both sides of (11) by ( )nS t  and inte-
grating over t  one can obtain the following set of linear 
algebraic equations 
 

1
[ ]

0

l
l

m mn n
m

g G B
−

=

=∑ , 0, 1n l= − , (12) 

 
where mnG  are the so-called integral brackets 
 

( ) ( ) 2 2

0 0

T T
H

mn n mG dtd S t S t −= τ τ − τ∫ ∫   (13) 

 
and the coefficients nB  are calculated as 
 

( ) ( )2 2

0

T
H

n nB d S t t k −= τ +∫  , (14) 

 
the functions ( )nS t  are taken from (10).  

Let us discuss the properties of the integral brackets 
(13). First of all, if we interchange the integration vari-
ables in (13), we obtain 

 

( ) ( ) { }2 2

0 0

T T
H

mn n mG dtd S t S t t−= τ τ − τ = ↔ τ =∫ ∫  

 ( ) ( ) 2 2

0 0

T T
H

n m nmd dS S t t G−= τ τ − τ =∫ ∫ , 
(15) 

 
so the integral brackets obey the property 
  

mn nmG G= . (16) 
 
Let us make the following change of the variables: 

2 21, 1mn
tG x y

T T
τ⎧ ⎫= = − = − =⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

( )1 12

1 1

1
4 2n

T xT dxdy S
− −

⎛ +⎛ ⎞
= ×⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝

∫ ∫  

( ) 2 21
2 2 2

H

m

T y TyTxS
− ⎞+⎛ ⎞

× − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎠
. 

(17) 

 
On the basis of (13) and (17) one can see that 
 

( ) ( )
2 21 12

1 14 2 2

H

mn n m
TyT TxG dxdyT x T y

−

− −

= − =∫ ∫  

{ },x x y y= → − → − =  

( ) ( )
2 21 12

1 14 2 2

H

n m
TyT TxdxdyT x T y

−

− −

= − − −∫ ∫ . 

(18) 

 
As can be seen from (5), the following property is 

valid: 
 

( )
( )
( )

, 2;

, 2,
n

n
n

T x n
T x

T x n

−⎧⎪= ⎨
/− −⎪⎩

 (19) 

 
which leads to the fact that  
 

( ) ( ) ( ) ( )n m n mT x T y T x T y= − − − , 
 if ,m n  are of different parity. 

(20) 

 
So on the basis of (20) and (18) it can be seen that 

 
0mn mn mnG G G= − ⇒ = , 

 if ,m n  are of different parity. 
(21) 

 
So the integral brackets obey the properties (16) and 

(21). This fact significantly reduces the computing time, 
because by a straightforward calculation one should cal-
culate mnG  only for m n≥  where m , n  are of the same 
parity.  

The algorithm of the weight function calculation is as 
follows. First of all, one should calculate the integral 
brackets mnG  and the coefficients nB  (see (13) and (14)). 
Then the set of linear algebraic equations (12) for the co-
efficients [ ]l

mg  should be solved. The approximate solution 
of the integral equation (3) in the l -polynomial approxi-
mation is given by expression (4). In this paper the corre-
sponding numerical results are obtained with the help of 
the Wolfram Mathematica package.  

 
4 EXPERIMENTS 

Of course, an interesting question is whether the pro-
posed method is convergent. The kernel of the integral 
equation (3) is a positively-defined function, so the trun-
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cated polynomial expansion method should be convergent 
for the problem under consideration.  

 In order to check the convergence of the method we 
numerically compare the left-hand and the right-hand 
sides of the integral equation (3) for different numbers of 
polynomials. The integral on the left-hand side of eq. (3) 
is numerically calculated with the help of the Wolfram 
Mathematica as 

 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0

T t
H Hd h t d h t− −τ τ − τ = τ τ − τ +∫ ∫  

( ) ( )2 2
T

H

t

d h t −+ τ τ τ −∫ . 
(22) 

 
The numerical investigation is made for the set of pa-

rameters 
 

100T = , 3k = , 0.8H = . (23) 
 
In what follows the comparison of the left-hand and 

the right-hand sides of the integral equation (3) is illus-
trated by graphs where the dotted line illustrates the graph 
for the left-hand side and the solid line illustrates the 
right-hand side. 

 

 
Figure 1 – Comparison of the left-hand and right-hand sides of 

eq. (3) for parameters (23) for the one-polynomial  
approximation 

 

 
Figure 2 – Comparison of the left-hand and right-hand sides of 

eq. (3) for parameters (23) for the three-polynomial  
approximation 

As can be seen from Fig. 1 and Fig. 2, the approxima-
tions of a small number of polynomials are not accurate. 

However, as can be seen from Fig. 1 – Fig. 7, the ac-
curacy of coincidence of the left-hand and the right-hand 
sides of the integral equation (3) increases with the num-
ber of polynomials. 

 

 
Figure 3 – Comparison of the left-hand and right-hand sides of 

eq. (3) for parameters (23) for the six-polynomial approximation 
 

 
Figure 4 – Comparison of the left-hand and right-hand sides of 

eq. (3) for parameters (23) for the nine-polynomial  
approximation 

 

 
Figure 5 – Comparison of the left-hand and right-hand sides of 

eq. (3) for parameters (23) for the twelve-polynomial  
approximation 
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Figure 6 – Comparison of the left-hand and right-hand sides of 

eq. (3) for parameters (24) for the fifteen-polynomial  
approximation 

 

 
Figure 7 – Comparison of the left-hand and right-hand sides of 

eq. (3) for parameters (24) for the nineteen-polynomial  
approximation 

 
So one can conclude that the proposed method of 

truncated polynomial expansion is convergent for the 
problem under consideration. 

 
5 RESULTS 

The Kolmogorov-Wiener filter weight function for 
forecasting of fractional Gaussian noise is investigated as 
an approximate solution of the corresponding integral 
equation (3). The truncated polynomial expansion method 
based on the Chebyshev polynomials of the first kind is 
used. 

The results are investigated up to the nineteen-
polynomial approximation. The approximations of higher-
than-nineteen polynomials are not investigated because 
the Wolfram Mathematica package is not able to calculate 
them adequately. It is shown that the method is conver-
gent, i.e. the accuracy of coincidence of the left-hand and 
the right-hand sides of (3) increases with the number of 
polynomials. However, it should be stressed that the ap-
proximations of small numbers of polynomials are not 
accurate, and one should use the approximation of a rather 
large number of polynomials. 

 
 
 
 

6 DISCUSSION 
This paper is devoted to the investigation of the Kol-

mogorov-Wiener filter weight function for forecasting of 
continuous fractional Gaussian noise. As is known [1], 
one of the simplest models of telecommunication traffic 
in systems with data burst transfer is the model of frac-
tional Gaussian noise. So the results of the paper may be 
useful for telecommunication traffic forecasting. 

The integral equation for the corresponding weight 
function is the Wiener-Hopf integral equation (1) which 
can be expressed in the form (3). In fact, we deal with the 
Fredholm integral equation of the first kind. The weight 
function is obtained with the help of the truncated poly-
nomial expansion method. In this paper the method is 
based on the Chebyshev polynomials of the first kind 
which are orthogonal on the time interval (0, )t T∈ . 

The numerical investigation is made for the parame-
ters (23). The approximations up to the 19-polynomial 
one are investigated. The approximations of small num-
bers of polynomials are not accurate, but it is shown that 
the approximation accuracy increases with the number of 
polynomials, the approximations of rather large numbers 
of polynomials are rather accurate. So the method con-
vergence is illustrated for the parameters (23). The kernel 
of the integral equation (3) is a positively-defined func-
tion, so, according to [11], in the framework of the prob-
lem under consideration the truncated polynomial expan-
sion method should be convergent not only for the pa-
rameters (23), but also for other numerical values of the 
parameters. 

 
CONCLUSIONS 

The Kolmogorov-Wiener weight function for forecast-
ing of fractional Gaussian noise is investigated as an ap-
proximate solution of the corresponding Wiener-Hopf 
integral equation. The truncated polynomial expansion 
method is used, the Chebyshev polynmials of the first 
kind orthogonal on (0, )t T∈  are chosen.  

The scientific novelty of the paper is the fact that in 
contrast to the previously investigated model [8–10], the 
method convergence is shown for the model of fractional 
Gaussian noise. 

The practical significance is that the obtained results 
may be applied to the telecommunication traffic forecast 
in systems with data burst transfer. 

Prospects for further research are to investigate an 
exact analytical solution of the corresponding integral 
equation. 
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AНОТАЦІЯ 

Актуальність. Розглянуто фільтр Колмогорова-Вінера для прогнозування телекомунікаційного трафіку в рамках моделі 
неперервного фрактального гауссового шуму. 

Мета роботи. Метою роботи є отримати вагову функцію фільтра як наближений розв’язок відповідного інтегрального 
рівняння Вінера-Хопфа. Метою роботи також є показати збіжність запропонованого методу розв’язання даного рівняння. 

Метод. Інтегральне рівняння Вінера-Хопфа на вагову функцію фільтра є інтегральним рівнянням Фредгольма першого 
роду. Ми використовуємо метод обірваного розвинення за ортогональними поліномами з метою отримати наближений 
розв’язок відповідного рівняння. Використано поліноми Чебишева першого роду. 

Результати. Нами отримано наближені розв’язки для вагової функції фільтра Колмогорова-Вінера для прогнозування 
неперервного фрактального гауссового шуму. Розв’язки отримано у наближеннях різної кількості поліномів, результати 
отримано до наближення дев’ятнадцяти поліномів включно. Показано, що для задачі, що розглядається, запропонований 
метод є збіжним, тобто точність співпадіння лівої та правої частин інтегрального рівняння зростає зі зростом кількості полі-
номів. Така збіжність має місце, бо кореляційна функція фрактального гауссового шуму, яка є ядром відповідного інтегра-
льного рівняння, є позитивно визначеною функцією. 

Висновки. Вагова функція фільтра Колмогорова-Вінера для прогнозування неперервного фрактального гауссового шу-
му отримана як наближений розв’язок відповідного інтегрального рівняння Фредгольма першого роду. Запропонований 
метод обірваного розвинення за ортогональними поліномами є збіжним для задачі, що розглядається. Як відомо, однією з 
найпростіших моделей телекомунікаційного трафіку є модель неперервного фрактальногогауссового шуму, тож результати 
статті можуть бути корисними для прогнозування телекомунікаційного трафіку.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: вагова функція фільтра Колмогорова-Вінера, нерерервний фрактальний гаусів шум, поліноми Че-
бишева першого роду, прогнозування трафіку, збіжність методу. 
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АННОТАЦИЯ 
Актуальность. Рассмотрен фильтр Колмогорова-Винера для прогнозирования телекоммуникационного траффика в 

рамках модели непрерывного фрактального гауссова шума.  
Цель работы. Целью работы является получить весовую функцию фильтра как приближенное решение соответствую-

щего интегрального уравнения Винера-Хопфа. Также целью работы является показать сходимость предложенного метода 
решения соответствующего уравнения.  

Метод. Интегральное уравнение Винера-Хопфа на весовую функцию фильтра является интегральным уравнением 
Фредгольма первого рода. Мы используем метод оборванного разложения по ортогональным полиномам, чтобы получить 
приближенное решение соответствующего уравнения. Использованы полиномы Чебышева первого рода. 

Результаты. Получены приближенные решения для весовой функции фильтра Колмогорова-Винера для прогнозирова-
ния непрерывного фрактального гауссова шума. Решения получены в приближениях различного числа полиномов; резуль-
таты получены вплоть до приближения девятнадцати полиномов. Показано, что для рассматриваемой задачи предложенный 
метод является сходящимся, т.е. точность совпадения левой и правой частей интегрального уравнения растет с увеличением 
числа полиномов. Такая сходимость имеет место, потому что корреляционная функция фрактального гауссова шума, кото-
рая есть ядром соответствующего интегрального уравнения, является положительно определенной функцией. 

Выводы. Весовая функция фильтра Колмогорова-Винера для прогнозирования непрерывного фрактального гауссова 
шума получена как приближенное решение соответствующего интегрального уравнения Фредгольма первого рода. Пред-
ложенный метод оборванного разложения по ортогональным полиномам является сходящимся для рассматриваемой задачи. 
Как известно, одной из простейших моделей телекоммуникационного траффика является модель непрерывного фрактально-
го гауссова шума, так что результаты статьи могут быть полезны для прогнозирования телекоммуникационного траффика.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: весовая функция фильтра Колмогорова-Винера, непрерывный фрактальный гауссов шум, по-
линомы Чебышева первого рода, прогнозирование траффика, сходимость метода. 
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ABSTRACT 
Context. Self-Timed Circuits, proposed by D. Muller on the rise of the digital era, continues to excite researchers’ minds. These 

circuits started with the task of improving performance by taking into account real delays. Then Self-Timed Circuits have moved into 
the field of green computing. At last, they are currently positioned mainly in the field of fault tolerance. There is much redundancy in 
Self-Timed Circuits. It is believed that Self-Timed Circuits approaches will be in demand in the nano-circuitry when a synchronous 
approach becomes impossible.  Strictly Self-Timed Circuits check transition process completion for each gate’s output. For this, they 
use so-called D. Muller elements (C-elements, hysteresis flip-flops, G-flip-flops). Usually, Self-Timed Circuits are designed on 
Uncommitted Logic Array. Now an extensive base of Uncommitted Logic Array Self-Timed gates exists. It is believed that Self-
Timed Circuits are not compatible with FPGA technology. However, attempts to create self-timed FPGAs do not stop. The article 
proposes a Self-Timed Lookup Table for the Self-Timed Uncommitted Logic Array and the Self-Timed FPGA, carried out either by 
constants or utilizing additional memory cells. Authors proposed 1,2 – Self-Timed Lookup Table and described simulation results. 

Objective. The work’s goal is the analysis and design of the Strictly Self-Timed universal logic element based on Uncommitted 
Logic Array cells and pass-transistors circuits. 

Methods. Analysis and synthesis of the Strictly Self-Timed circuits with Boolean algebra.  Simulation of the proposed element in 
the CAD “ARC”, TRANAL program, system NI Multisim by National Instruments Electronics Workbench Group, and layout design 
by Microwind. The reliability theory and reliability calculations in PTC Mathcad. 

Results. Authors designed, analyzed, and proved the Self-Timed Lookup Table’s workability for the Uncommitted Logic Arrays 
and FPGAs. Layouts of the novel logic gates are ready for manufacturing. 

Conclusions. The conducted studies allow us to use proposed circuits in perspective digital devices. 
KEYWORDS: Self-Timed, Lookup Table, Simulation. 

 
ABBREVIATIONS 

LUT is a Look up Table; 
CDNF is a Canonic Disjunctive Normal Form; 
DNF is a Disjunctive Normal Form; 
ST is a Self-Timed; 
STC is a Self-Timed Circuits; 
SSTC is a Strictly Self-Timed Circuits; 
FPGA is a Field-Programmable Gate Array; 
IPI RAN is an Institute of Informatics Problems 

(Russia); 
ULA is an Uncommitted Logic Array; 
XOR is an exclusive OR. 

 
NOMENCLATURE 

1F  is a logic function to realize; 

2F  is the dual logic function to realize; 
i is the first math index; 
j is the second math index; 
k  is the quantity of the conjunctions in DNF; 
l is the number of circuit’s levels; 
n  is the quantity of the input variables; 

is is the configurable constant; 
 x  is an input variable;  
σ  is the negation index. 

INTRODUCTION 
STC was proposed as a “fast” alternative to the 

synchronous computing paradigm, as a subspecies of 
asynchronous circuits [1]. In the USSR, until its 
liquidation, the STC topic was actively developed by Dr. 
Victor Varshavsky’s research group [2]. The 
Varshavsky’s group’s members Dr. Marakhovsky V.B. in 
St. Petersburg Polytechnic University [3, 4], and 
Dr. S. Alex Yakovlev in the University of New Castle [5, 
6], pick up the “STC banner”. In Russian Federation, a 
research group from the Institute of Informatics Problems 
of the Federal Research Center “Computer Science and 
Control” of the Russian Academy of Sciences investigates 
now STC problems [7, 8]. Automation and Telemechanic 
Department (Perm National Research Polytechnic 
University, Perm, Russia), Software Computing Systems 
Department (Perm State University, Perm, Russia) are 
science partners of the IPI RAN in STC direction since 
1995. STC trend is active in world science [9–13]. We use 
such concepts as speed-independent circuits, semi-
modular or/and distributive quasi-delay-insensitive 
circuits [7, 8]. As this area developed, it turned out that in 
some cases, the claimed increase in speed does not occur 
due to too large hardware costs increase. Therefore, we 
have aimed primary efforts at evaluating energy 
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efficiency in terms of gain in front of synchronous 
solutions. However, this direction became problematic 
after the development of synchronous Tri-Gate transistors 
[14]. Currently, STCs are positioned in the fault-tolerant 
solution segment. However, as we approach the molecular 
level of electronics and develop quantum computing, 
where quantum effects affect, it becomes clear that there 
is no alternative to STCs [15]. 

Nevertheless, this direction’s development is 
constrained by the relatively high complexity of design 
based on ASIC or ULA. Synchronized FPGAs greatly 
simplify the design by configuring functions by so-called 
LUT [16, 18] and connections. In this regard, attempts to 
develop self-synchronous FPGAs do not stop [18–20]. 
However, configurable STC LUT gates are not 
thoroughly investigated. Therefore, a detailed review of 
constructing STC LUT, modeling, and evaluation is 
relevant. 

The study object is the throughput strictly self-timed 
circuits, consisting of double combinational channels, 
indicators, and C-elements [4, 5].  

The purposes of the work are to analyze and give a 
synthesis of the universal throughput strictly self-timed 
element for the ULAs and FPGAs. 

 
1 PROBLEM STATEMENT 

Given: Throughput or combinational, not universal 
STC. 1 1 2( , ,... )nF x x x  is the logic function to realize. In a 

typical case, we have DNF σ
1 1 2 1 1
( , ,... ) &( ).

j
i

j

nk

n ij i
F x x x x

= =
= ∨  

2 1 2( , ,... )nF x x x  is a dual function, 
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2 1 2 11
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NOR indicators and C-elements [4, 5]. 
 
It is required: to design universal STC in CDNF, 

which is  configured by special constants ; 1,2n
is i = : 

2
σ
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n
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F x x x s x
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It is needed to design a new element’s architecture 
based on ULA and LUT FPGA logic elements and 
perform functional and layout simulations in NI Multisim 
by National Instruments Electronics Workbench Group 
and layout design by Microwind of the proposed element. 
An additional important task is a semi-modularity check 
by special software TRANAL. It is necessary to estimate 
new technical decision by reliability methods and perform 
calculations in PTC Mathcad. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

Fig. 1 shows the current traditional synchronous 
throughput logic [13] in the so-called Register Transfer 

Level (RTL). Due to Input-Output Latches (RGs), we can 
parry the negative transition processes (glitches). 

 
Figure 1 – Traditional synchronous throughput logic 

First clock impulse C1 fixes an input vector. Then the 
logic function is calculated after that second clock 
impulse C2 is coming. Therefore, the frequency must 
accord to the worst case, significantly reducing the 
circuits’ speed, unfortunately. Asynchronous circuits 
work according to real delays but require complicated 
design procedures to find all transition processes’ hazards. 
One kind of asynchronous circuit is the so-called STC. It 
uses a request-and-acknowledge handshake protocol [7, 8, 
10, 13]. The block AND (Fig. 2) receives a dual-rail input 
vector from previous gates only by request from C-
element fixing (2NOR+NOT) indicator’s transition 
termination and C-element’s transition completion. 

 
Figure 2 – ST throughput logic 

In the working phase, 21F F=  due to I=0; in the so-
called spacer phase, 1 2F F= , for example, 1 2 1F F= =  
and I=1. Therefore, we have such sequence: initial state, 
the C-element’s output = 0, this is a spacer, then I=1 and 
C-element is set in 1. Then the unit receives the first dual-
rail input vector, I=0 and C-element is set to 0 after 
calculation. Then process repeats.  

C-element forms a signal acknowledging the input 
vector’s readiness of the next gates. So in a typical case, 
block AND must receive an enable signal from the last C-
element when calculations end in all strings of gates. 

SST (semi-modularity circuits) throughput logic 
indicates all inputs too (Fig. 3). Each pair of the dual-rail 
outputs of the AND block needs an indicator, which 
activates an additional C-element. Main C-element 
receives the input transition completion signal and forms 
the total completion signal for input and output 
transitions. If the transition process does not complete, for 
example, due to failures, the main C-element does not 
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generate such a signal, increasing digital circuits’ 
reliability. 

 

 
Figure 3 – SST throughput logic 

Paper [13] proves STC’s effectiveness in the 
viewpoint of speed and energy dissipation. Article [19], 
according to the authors, considers a hazard-free self-
timed LUT. They talk about asynchronous FPGA. 
However, this is not correct.  

The same discrepancy exists in [18], describing the 
handshake protocol of FPGA Speedster22i (Аchronix). 
Paper [20] proposes ST Delay Sensor for Field FPGAs. It 
describes the sensor, which is just asynchronous, and the 
logical function calculations are not asynchronous. We 
have not found universal SST logic elements (LUTs) in 
the available sources [1–20]. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

Universal implementation of a self-timed unit 
calculating logical functions is possible based on so-
called LUT.  

LUT [15–17] for n variable or 2n function generator is 
n–to–1 multiplexor. It is easy to see that the dual 
multiplexer is implemented using dual settings. 
Elementary dual-channel generator, or single variable x 
2–to–1 multiplexor, configurable by s constants, is  
described by expressions (1): 

 

1 0 1 0 1

0 12 0 1

( ) ;

( ) .

F s s x s x s x

F s s x s x s x

⎧ = ∨⎪
⎨

= ∨⎪⎩
 (1)

 
Indeed accordingly to Boolean algebra (common 

gluing law), we have : 

1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1

0 1

( )

( )( )

.

F s s x s x s x

s x s x s s s x s x

s x s x

= ∨ =

∨ ∨ = ∨ ∨ =

∨

 

 

(2)

 

Fig.4. shows single variable LUT with dual channels 
based on 2AND-2OR-NOT gate. One NOT gate provides 

x  variable, next two NOT gates provide 0 1,s s  for the 
dual channels (Fig. 4). Table 1 shows the truth table of the 
1-LUT with dual channels. 

 
Figure 4 – Single variable 1-LUT with dual channels 

Table 1 – Table of the1-LUT with dual-channel simulation 

  
 

Table 1 confirms the realization of any single variable 
logic function. Dual outputs allow checking unit 
operation. Using three 2AND-2OR-NOT gates, we get 2-
LUT with dual channels, presented in Fig. 6. 

 

 
Figure 5 – 2-LUT with dual channels (two levels) 

 

Fig. 5 confirms that new 2AND-2OR-NOT gate-level 
i provides inversion of the transmitted constant. If a 
number of levels is an even (l=n), constants s inversion is 
not required to get on F1 the same s; σ 0= . If the number 

is an odd, it is required. σ 1, s=  according to expression 
(3). 

 
σ ;σ 1 [(2 1) ] ;
σ 0 [2 ] .

s if i n true
if i n true

= − = =
= = =

 (3)
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The “indication” is the most critical STC procedure. 
For the SST LUT design, based on Figs. 4, 5, it is 
required to indicate input variables x and 2AND-2OR-
NOT gates’ outputs. The configurable constant is not 
indicated. Therefore, SST LUT design needs special gates 
and D. Muller C-elements [7, 8]. Dual-rail variables are 
also used. We use Russian CAD “ARC,” USA system NI 
Multisim by National Instruments Electronics Workbench 
Group and layout design by Microwind, the foundation of 
reliability theory and reliability calculations in PTC 
Mathcad. For the semi-modularity checking, TRANAL 
program of the IPI RAN is used [7]. 

 
4 EXPERIMENTS 

Let us propose ST-LUT for the 2AND-2OR-NOT 
base (for ULA) and based on traditional pass transistor 
LUT (for FPGA) accordingly to Fig. 3. Figs. 4, 5 show 
proposed ULA implementation based on 2AND-2OR-
NOT LUT with dual channels. Using additional  
C-elements (hysteretic triggers, H-triggers) and indicators 
2NAND+NOT, we get Fig. 6 after the experiment. 

 

 
Figure 6 – 1-LUT2AND-2OR-NOT based, successful  

semi-modular checking experiment in TRANAL program 
 
So semi-modular of the 1-LUT2AND-2OR-NOT 

based is proved.  The task is to consider and design 2-
LUT2AND-2OR-NOT based and propose standard rules 
of construction n-LUT2AND-2OR-NOT for ULA. Next, 
let us try to implement 1-LUT-ST based on pass 
transistors (FPGA technology) [15, 17]. Early, authors 
proposed 1-LUT-ST based on pass transistors using p-
MOS pass transistors for the spacer sub circuit (Fig. 7). 

 
Figure 7 –  First variant of the 1-LUT-ST based on pass 

transistors using p-MOS spacer sub circuit (single channel) 
 

Static logic simulation in Multisim [21] was correct, 
but dynamic layout simulation in Microwind [22] 
demonstrated “bad” waveforms (Fig. 8). 

 

 
Figure 8 – XOR realization waveform diagrams of the first 

variant 1-LUT-ST layout simulation 
 
It was decided to unify the transistors and introduce a 

spacer chain of n-MOS transistors. Fig. 9 shows a new 
design.  Fig. 10 shows a new 1-LUT-ST layout simulation 
and confirms the decision correctness. However, it may 
seem that such an option (Fig. 10a) is not better than the 
option shown in Fig. 4 (2AND-2OR-NOT gate). Indeed, 
we have ten transistors (Fig. 9a) versus eight (Fig. 10). 

  

 
Figure 9 – New pass transistor circuit for 1-LUT-ST (single 

channel) 
 

However, the performance decreases compared to 
Fig. 6 slightly: the maximum delay increases by the one 
transistor delay in the output NOT gate.  

We did a triple simulation of proposed novel logic 
elements in the CAD “ARC,” TRANAL program, system 
NI Multisim by National Instruments Electronics 
Workbench Group, and layout design by Microwind. 
Using the described experiments, we got the following 
new results.   
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a 

 
b 

Figure 10 – New 1-LUT-ST simulation for the XOR 
function:  a – new 1-LUT-ST layout; b – “good” waveforms of 

the new 1-LUT-ST, marking operational and spacer phases   
 

5 RESULTS 
We perform functional simulation in CAD 

“Multisim.” Fig. 11 shows the proposed 1-LUT-ST pass 
transistor simulation in CAD “Multisim.” The main 
circuit consists of transistors Q1 (not X) and Q2 (X) (Fig. 
11a). Spacer circuit consists of transistors Q3 and Q4. In 
the not (X=X=0) case, the spacer circuit transmits zero 
level to the output of the 1-LUT-ST (Fig. 11a).  

Fig. 11b presents the XOR(X1, X2) waveform of the 
2-LUT-ST.  

In the study, the authors set the features of alternating 
types of indicators for 2-LUT (ULA) relatively 1-LUT  
(Fig. 12 a). The type of spacer on the next layer changes; 
accordingly, the types of indicators also change. Besides, 
the block for receiving variables also changes.  If the first 
layer contains AND cells, then the second one contains 
OR cells. Here such regularity was found: in the first 
layer, the indicators of inputs are 2NOR cells and output 
AND cells; in the second layer, on the contrary, input 
indicators AND cells, and output 2NOR cells.  

A TRANAL program was used (Fig. 12b) to evaluate 
semi-modularity, the results of which confirm strict self-
timing of proposed circuit (Fig. 12c).  

Fig. 12d shows successful results of the 1-LUT-ST 
pass transistor TRANAL simulation.   

The TRANAL simulation of the 2-LUT-ST was 
successful, too (Fig. 12 e).   

 

 
 

a 

 
b 

Figure 11 – “Multisim” simulation: a) 1-LUT-ST; b) XOR 
waveform of the 2-LUT-ST 

 
Fig. 12 f shows the proposed layout. Fig. 12g 

demonstrates the waveform of the 1-LUT-ST.  
Fig. 12h shows the XOR waveform of the 2-LUT-ST. 

Table 2 shows comparisons of the LUT-ST-ULA and 
LUT-ST pass transistor (p.t.) by power consumption Р 
(μW), area S (μm^2), delay T (ps) and number of 
transistors N (pieces). 

 
Table 2 – Comparison by area S, power consumption Р, delay T 

and number of transistors N   
 

    Number of arguments    Gate 
n=1 n=2  

 
n=3 

 
Р =159,7 μW Р =418,8  

μW 
Р =930,2 

 μW 
S =159,7 
μm^2 

S =418,8 μm^2 S =930,2 μm^2 

T= 34 ps T= 35 ps T= 40 ps 

LUT-ST-
ULA 

N= 46 pcs N=139 pcs N=355 pcs 
Р =35,64 μW Р =100  

μW 
Р =207 

 μW 
S =123,7 
μm^2 

S =402,4 μm^2 S =1092  
μm^2 

T= 52 ps T= 99 ps T= 154 ps 

LUT-ST 
p. t. 

N=61 pcs N=149 pcs N=362 pcs 
 

40



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 1 

 
 

© Tyurin S. F., Skornyakova A. Yu., Stepchenkov Yu. A., Diachenko Yu. G.,  2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-1-4 

a 

 
b c 
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f 

  
g h 

Figure 12 – Results of the proposed gates simulation: a – 2-LUT-ST-ULA model in “ARC” CAD;  b – TRANAL-program; 
c – successful results of the 2-LUT-ST-ULA TRANAL simulation; d – successful results of the 1-LUT-ST pass transistor 

TRANAL simulation; e – successful results of the 2-LUT-ST pass transistor TRANAL simulation; f – 1-LUT-ST layout; g – 
waveform of the 1-LUT-ST (s0=0, s1=1) ; h – XOR waveform of the 2-LUT-ST (s0=0, s1=1,s2=1, s3=0) 

 
Comparison shows that LUT-ST-ULA is preferable to  

LUT-ST p.t. in terms of power consumption. This is 
because LUT-ST-ULA uses CMOS technology to 
implement a multiplex tree. Nevertheless, implementation 
2 is preferable from the point of view of work under 
conditions of exposure to charged particles, since the 
configuration is set “rigidly”. 

 
6 DISCUSSION 

Investigation of the proposed LUT-ST in Fig. 12, 13 
allows for calculating its reliability. The failure-free 
operation probability ( λ  – is single transistors failure rate, 
t – is time, α  – is the Weibull distribution coefficient) of 
the entire circuit is shown by expression (4). 

 
α-(46) λ( ) .tP t e ⋅ ⋅=   (4) 

 

Taking into account duplication, we can get 
expression (5). 

 
α α α α

*
-(12)×λ -(6) λ -(6) λ -(34) λ

1
[e 2e (1 e )]e .t t t t

LUT ST
P ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− −
= + − (5) 

Using transistors quadding [22, 23] only for the H-
trigger we can get expression (6) and curves, displayed in 
Fig. 14. 

 
α α α α

α α α

-(12) λ -(6)×λ -(6) λ -(22) λ
1

-(4 12) λ× -(3 12) λ -(12) λ

[e 2e (1 e )]e

[e 2e (1 e )].

t t t t
LUT STQ

t t t

P ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= + − ⋅

⋅ + −

(6) 
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Figure 14 – Channel duplication reliability 
1

( )
LUTST

P t in 

comparison with 
1

( )
LUTSTQ

P t
−

 and
α-(46) λ te ⋅ ⋅ ; 5λ 10 ,α 1,5.−= =  

This way much improves reliability. Thus, Fig. 13 
proves that  the probability of uptime is increased by 
about 20% of the maximum possible gain (up to 1). 
However, in the authors’ opinion, due to considerable 
redundancy of quadding and fundamental Mead-Conway 
restrictions [24], the sliding backup option is more 
perspective. However, this requires buffers with three 
states, and consideration of such issues is expected in 
further studies. 
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CONCLUSIONS 
Therefore, we propose advanced LUT by adding two 

NOT gates and an additional tree branch for the ST 
throughput logic realization. We found that such an 
implementation is preferable in the number of transistors 
than the 2AND-2OR-NOT implementation. We 
developed the layout of the proposed unit. We performed 
a corresponding simulation, which confirmed the 
performance of the proposed LUT-ST with a hysteretic 
trigger. The developed LUT improves FPGA’s reliability 
by monitoring the transition’s completion, and no clock 
generator is required. Besides, the developed LUT 
provides ultra-low voltage operation. Such approaches are 
supposed to ensure the operation of nano-electronic 
structures under conditions of quantum uncertainty. 

The scientific novelty of obtained results is that the 
proposed universal gates open a new STC subclass.  

The practical significance of the obtained results lies 
in the fact that the proposed gates’ functional and layout 
simulation confirms their effectiveness. Furthermore, the 
proposed gates create the base for advanced self-timed 
FPGAs. 

Prospects for further research are to study the 
problem of checking out and diagnosing proposed 
universal self-timed gates. Also, it is advisable to develop 
LUT for a larger number of variables (3, 4, 5, 6, 7). 
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AНОТАЦІЯ 

Актуальність. Самосинхронні схеми, запропоновані Д. Маллером на зорі цифрової ери, продовжують хвилювати уми 
дослідників. Ці схеми стартували із завдань підвищення продуктивності з урахуванням реальних затримок. Потім 
самосинхронні  схеми перейшли в область «зелених» обчислень і, нарешті, в даний час позиціонуються в основному в 
області відмовостійкості. У самосинхронних  схем багато надмірності. Вважається, що підходи самосинхронних  схем 
будуть задіяні в нано схемотехниці, коли синхронний підхід стане неможливим. Строго самосинхронні схеми аналізують 
закінчення перехідного процесу на виходах кожного вентиля, використовуючи так звані елементи Маллера (C-елементи, 
гістерезисні тригери, G-тригери). Зазвичай самосінхронні схеми розробляються для базових матричних кристалів. Є велика 
база самосинхронних схем базових матричних кристалів. Вважається, що самосинхронні схеми несумісні з технологією 
FPGA. Але спроби створення самосинхронних ПЛІС не припиняються. У статті пропонується самосинхронний генератор 
функцій для самосинхронних схем базових матричних кристалів та самосинхронних FPGA, конфігурація яких здійснюється 
або константами, або за допомогою додаткових елементів пам’яті. Автори запропонували 1,2 – LUT-самосинхронний і 
описали результати моделювання. 

Мета. Метою даної роботи є аналіз і проектування самосинхронного універсального логічного елемента LUT-
самосинхронний, заснованого на елементах БМК і на схемах передачі транзисторів. 

Методи. Аналіз і синтез строго самосинхронних схем за допомогою булевої алгебри. Моделювання запропонованого 
елемента в САПР «Ковчег», програмою TRANAL, системах NI Multisim від National Instruments Electronics Workbench 
Group і топологічного проектування Microwind. Теорія надійності і відповідні розрахунки в СКА Mathcad. 

Результати. Автори розробили, проаналізували і довели працездатність самосинхронного генератора функцій для 
базових матричних кристалів і для ПЛІС. Топології нових логічних елементів готові до виготовлення. 

Висновки. Проведені дослідження дозволяють використовувати запропоновані схеми в перспективних цифрових 
пристроях. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: самосинхронний, генератор функцій, моделювання. 
 

УДК 004.93 
САМОСИНХРОННЫЙ ГЕНЕРАТОР ФУНКЦИЙ ДЛЯ БМК И ПЛИС 

Тюрин С. Ф.  – Заслуженный изобретатель Российской Федерации, д-р техн. наук, профессор, профессор кафедры 
автоматики и телемеханики Пермского национального исследовательского политехнического университета, Пермь, Россия.  

профессор кафедры математического обеспечения вычислительных систем Пермского государственного национального 
исследовательского университета, Пермь, Россия. 

Скорнякова А. Ю. – канд. техн. наук, инженер-конструктор, ПАО «Пермская научно-производственная 
приборостроительная компания»,  Пермь, Россия. 

Степченков Ю. А. – канд. техн. наук, начальник отдела института проблем информатики, Российская академия наук, 
Москва, Россия. 

Дьяченко Ю. Г. – канд. техн. наук, начальник сектора института проблем информатики, Российская академия наук, 
Москва, Россия. 

AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Самосинхронные схемы, предложенные Д. Маллером на заре цифровой эры, продолжают волновать 

умы исследователей. Эти схемы стартовали с задач повышения производительности с учетом реальных задержек. Затем 
самосинхронные схемы перешли в область «зеленых» вычислений и, наконец, в настоящее время позиционируются в 
основном в области отказоустойчивости. В самосинхронных схемах много избыточности. Считается, что подходы 
самосинхронных схем будут востребованы в нано-схемотехнике, когда синхронный подход становится невозможным. 
Строго самосинхронные схемы анализируют окончание переходного процесса на выходах каждого вентиля, используя так 
называемые элементы Маллера (C-элементы, гистерезисные триггеры, G-триггеры). Обычно самосинхронные схемы 
разрабатываются для базовых матричных кристаллов. Имеется обширная база самосинхронных схем базовых матричных 
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кристаллов. Считается, что самосинхронные схемы несовместимы с технологией FPGA. Но попытки создания 
самосинхронных ПЛИС не прекращаются. В статье предлагается строго самосинхронный генератор функций для 
самосинхронных схем базовых матричных кристаллов и самосинхронных FPGA, конфигурирование которых 
осуществляется либо константами, либо с помощью дополнительных ячеек памяти. Авторы предложили 1,2 – LUT-
самосинхронный и описали результаты моделирования. 

Цель. Целью данной работы является анализ и проектирование строго самосинхронного универсального логического 
элемента LUT, основанного на элементах БМК и на схемах из передающих транзисторов. 

Методы. Анализ и синтез строго самосинхронных схем с помощью булевой алгебры. Моделирование предложенного 
элемента в САПР «Ковчег», программе TRANAL, системах NI Multisim от National Instruments Electronics Workbench Group 
и топологического проектирования Microwind. Теория надежности и соответствующие расчеты в  СКА Mathcad. 

Результаты. Авторы разработали, проанализировали и доказали работоспособность самосинхронных генераторов 
функций для базовых матричных кристаллов и для ПЛИС. Топологии новых логических элементов готовы к изготовлению. 

Выводы. Проведенные исследования позволяют использовать предложенные схемы в перспективных цифровых 
устройствах. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: самосинхронный, генератор функций, моделирование. 
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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ ПРОДУКТИВНОСТІ КЛАСТЕРНОЇ 
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Бабчук С. М. – канд. техн. наук, доцент, доцент кафедри комп’ютерних систем і мереж Івано-
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онального технічного університету нафти і газу, м. Івано-Франківськ, Україна. 
Романів І. Т. – студент кафедри комп’ютерних систем і мереж Івано-Франківського національного техніч-

ного університету нафти і газу, м. Івано-Франківськ, Україна. 
 

АНОТАЦІЯ 
Актуальність.  Для вирішення багатьох наукових задач та для роботи з складними прикладними завданнями необхідні 

високопродуктивні обчислювальні системи. Раніше реальну паралельну обробку даних підтримували тільки супер-
комп’ютери, доступ до яких є дуже обмеженим і ускладненим. В даний час одним із шляхів вирішення даної проблеми є 
побудова невеликих дешевих кластерів на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi.  

Мета. Розробити комплексний критерій ефективності роботи кластерної системи, який би міг належним чином охарак-
теризувати роботу такої системи та знайти залежності продуктивності кластерної системи на базі Raspberry Pi 3B+ від кіль-
кості плат в ній при різних системах охолодження. 

Метод. Запропоновано застосовувати при аналізі невеликих кластерних комп’ютерних систем комплексний критерій 
ефективності роботи кластерної системи, який буде враховувати загальну продуктивність кластерної комп’ютерної системи, 
продуктивність одного обчислювального елементу в кластерній комп’ютерній системі, споживання електроенергії кластер-
ною системою, споживання електроенергії з розрахунку на один обчислювальний елемент, собівартість обчислення 1 
Гфлопс кластерною комп’ютерною системою, загальну вартість кластерної комп’ютерної системи. 

Результати. Розроблений комплексний критерій ефективності роботи кластерної системи використано при створенні 
дослідної кластерної системи на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+. Також розроблено математичні моделі 
залежності продуктивності невеликої кластерної системи на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ в залежності 
від кількості плат в ній при різних системах охолодження. 

Висновки. Проведені експерименти підтвердили доцільність використання розробленого комплексного критерію ефек-
тивності роботи кластерної системи та дозволяють рекомендувати його до використання на практиці при створенні невели-
ких кластерних систем. Перспективи подальших досліджень полягають у визначенні вагових коефіцієнтів складових елеме-
нтів комплексного критерію ефективності роботи кластерної системи, а також в експериментальному вивченні запропоно-
ваних вагових коефіцієнтів. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: кластер, кластерна система, Raspberry Pi 3B+, математична модель, продуктивність комп’ютерної 
системи, критерій ефективності. 

 

АБРЕВІАТУРИ 
USB – Universal Serial Bus; 
ПК – персональний комп’ютер; 
США – Сполучені Штати Америки. 

 

НОМЕНКЛАТУРА 

1xE – ефективність використання кластерної сис-
теми; 

F(t) – зовнішні впливи; 
f1(t) – завдання яке виконується; 
f2(t) – температура навколишнього середовища; 
f3(t) – інші фактори навколишнього середовища; 
Ke – комплексний критерій ефективності роботи 

кластерної системи; 
р – кількість процесорів в комп’ютерній системі; 

1xS – прискорення кластерної системи; 
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1Т  – час виконання завдання скалярною ЕОМ; 

1xТ – час виконання завдання кластерною систе-
мою; 

Х(t) – група параметрів, що діють на вході об’єкта; 
х1(t) – кількість обчислювальних елементів в клас-

терній комп’ютерній системі; 
х2(t) – тип обчислювального елемента; 
х3(t) – тип системи охолодження; 
Y(t) – показники процесу обчислень; 
y1(t) – загальна продуктивність кластерної 

комп’ютерної системи; 
y2(t) – продуктивність одного обчислювального 

елементу (наприклад, плати Raspberry Pi 3B+) в клас-
терній комп’ютерній системі; 

y3(t) – споживання електроенергії кластерною сис-
темою; 

y4(t) – споживання електроенергії з розрахунку на 
один обчислювальний елемент (наприклад, плату 
Raspberry Pi 3B+); 

y5(t) – собівартість обчислення 1 Гфлопс кластер-
ною комп’ютерною системою; 

y6(t) – загальна вартість кластерної комп’ютерної 
системи; 

654321 ,,,,, yyyyyy  – усереднені значення результа-
тів експериментальних досліджень по кожному з по-
казників 654321 ,,,,, yyyyyy . 

 
ВСТУП 

Для вирішення багатьох наукових задач та для ро-
боти з складними прикладними завданнями необхідні 
сучасні високопродуктивні обчислювальні системи [1].  

Науковці, програмісти і тим більше студенти рід-
кісно мають можливість працювати з високопродук-
тивними обчислювальними системами і запускати на 
них свої програми. Як правило, такі обчислювальні 
системи цілодобово вже зайняті іншими програмами 
від урядів та великих компаній і т.п. Дуже важко 
знайти можливість працювати з такими системами: 
потрібно наперед писати заяву і ставати в чергу на 
очікування доступу до роботи з високопродуктивною 
обчислювальною системою. 

Для того, що б забезпечити максимально ефектив-
не використання високовартісних потужних обчис-
лювальних систем необхідна розробка програмного 
забезпечення, яке забезпечить максимальне розпара-
лелення виконання завдань. Для розробника такого 
програмного забезпечення дуже важливо перевірити 
чи буде створений програмний продукт належним 
чином працювати в реальному багатопроцесорному 
середовищі, чи ефективно будуть розпаралелюватись 
завдання.  

Об’єктом дослідження є кластерні системи на ба-
зі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+. 

Предметом дослідження є ефективність та проду-
ктивність кластерних систем на базі одноплатних 
комп’ютерів Raspberry Pi 3B+. 

Метою роботи є визначення критерію ефективно-
сті роботи кластерної системи та розробка математи-
чних моделей залежності продуктивності кластерної 
системи на базі Raspberry Pi 3B+ від кількості плат в 
ній при різних системах охолодження. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Кластерні системи, як правило, спрощено опису-
ють функцією:  

 
y1=f(x1).  

 
Для аналізу кластерної системи в даний час вико-

ристовують критерії ефективності та прискорення. 
Прискорення, яке отримують при використанні 

кластерної системи з паралельним обчисленням для х1  
обчислювачів, в порівнянні з послідовним виконан-
ням обчислень, визначають за формулою [2]: 

1

1

1

x
x T

TS = . 

Ефективність використання кластерної системи, 
яка забезпечує паралельні обчислення при вирішенні 
задачі, визначається відношенням [2]: 

1

1

1 x
S

E x
x =  . 

 
Проблема використання існуючого математичного 

апарату для опису кластерних систем, які забезпечу-
ють паралельні обчислення, полягає в тому, що 
підвищення прискорення, зазвичай, може бути забез-
печено за рахунок збільшення числа обчислювачів, 
що призводить, як правило, до падіння ефективності. 
І, навпаки, підвищення ефективності досягається в 
багатьох випадках при зменшенні числа обчислювачів 
(в граничному випадку ідеальна ефективність при 
використанні одного обчислювача) [2]. 

В зв’язку з вищевказаним, актуальною проблемою 
є пошук такого критерію ефективності роботи класте-
рної системи, який би міг належним чином охаракте-
ризувати роботу такої системи. Для цього необхідно 
визначити всі параметри, які діють на вході кластер-
ної системи x1, х2, …, хn, показники процесу обчис-
лень y1, y2, …, yn та математичні моделі, які описують 
їх взаємозв’язок, зокрема, залежність продуктивності 
кластерної системи від кількості обчислювачів в ній 
при різних системах охолодження. 

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

В даний час різні високотехнологічні компанії сві-
ту проводять роботи в напрямку створення кластерів 
на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi. 

На конференції Oracle OpenWorld 2019, яка відбу-
лась у вересні 2019 року, компанія-організатор Oracle 
представила кластер, що складався з 1060 одноплат-
них комп’ютерів Raspberry Pi 3B+. Плати Raspberry Pi 
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3B+ були встановлені в стійку, в модулях 2U. У кож-
ному модулі 2U було розміщено 21 одноплатний ком-
п’ютер Raspberry Pi 3B+.    

В електронному бюлетні «New Atlas» (USA), який 
приділяє особливу увагу новим технологіям і який 
має близько 280 000 підписників по всьому світу Paul 
Ridden вказав, що cуперкомп’ютери, як правило, дуже 
великі і дуже дорогі, і вони споживають дуже багато 
електроенергії для живлення і охолодження. У Націо-
нальній Лос-Аламоській лабораторії (США) експлуа-
тується один із 10 найпотужніших суперкомп’ютерів 
у світі – Trinity. Шукаючи більш дешевий спосіб до-
зволити розробникам створювати та тестувати висо-
копродуктивне програмне забезпечення для супер-
комп’ютера Trinity, Національна лабораторія Лос-
Аламоса звернулася до австралійської компанії 
BitScope з проханням розробити тестовий стенд на 
базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi.  В резуль-
таті було створено кластер з 1000 вузлів (одноплатних 
комп’ютерів Raspberry Pi 3). Вартість такого міні-
кластера складає до 150 тис. дол. США. Звичайно це 
значно менше чим коштує суперкомп’ютер Trinity, 
але все одно дуже дорого, і придбати такий кластер 
зможе досить невелика кількість дуже великих дослі-
дних організацій. 

Відомі також розробки кластерів на базі 64 та 128  
одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi: проект Iridis-
Pi (университет Саутгемптона: 64 Raspberry Pi), про-
ект resin.io (128 Raspberry Pi) [3–10]. 

Професор S. J. Cox (Faculty of Engineering and the 
Environment, University of Southampton, Southampton, 
UK), Simon J. Cox, James T. Cox, Richard P. Boardman, 
Steven J. Johnston, Mark Scott, Neil S. O’Brien в праці 
"Iridis-pi: a low-cost, compact demonstration cluster" 
вказали, що створення кластерних комп’ютерних сис-
тем на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi B 
дозволяє одержати дешеву кластерну систему [3]. 

Таким чином, дешеві кластерні системи на базі 
одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi є ідеальним 
ресурсом для тестування програмного забезпечення 
яке розробляється для суперкомп’ютерів. 

Підсумовуючи вищевказане можна відмітити, що 
напрямок розробки кластерів на базі одноплатних 
комп’ютерів Raspberry Pi є актуальним напрямком 
розробки альтернативної технічної бази для розробки 
і  тестування програм які в подальшому забезпечать 
паралельні розрахунки в тому числі на супер-
комп’ютерах. Важливим напрямком розробки і дослі-
дження таких систем є визначення конфігурації даних 
систем, яка забезпечить кращу продуктивність та від-
повідно кращу ефективність.   

Предметом дослідження в теорії комп’ютерних 
систем є комп’ютерні системи в аспектах їх продук-
тивності, надійності і вартості [11]. 

Аналіз комп’ютерних систем – це визначення вла-
стивостей, які властиві системі чи класу систем. Ти-
пова задача аналізу – це оцінка продуктивності і на-

дійності систем із заданою конфігурацією, режимом 
функціонування і робочим навантаженням [11]. 

При експлуатації комп’ютерних систем виникає 
необхідність у підвищенні їх ефективності шляхом 
підбору конфігурації і режиму функціонування. У цих 
випадках варто оцінити можливий ефект, для чого 
необхідні моделі продуктивності системи. Побудова 
моделі системи на основі наявних даних про систему 
та експериментальних даних називається ідентифіка-
цією системи [11]. Порядок ідентифікації 
комп’ютерної системи охарактеризовано в праці  
Ларіонова А. М., Майорова С. А., Новікова Г. І. «Вы-
числительные комплексы, системы и сети». Відповід-
но до природи досліджуваних явищ для їх представ-
лення пропонується функціональна модель, що їх 
описує. Процес створення такої моделі називається 
функціональною ідентифікацією системи. Як функці-
ональні моделі можуть використовуватися різні мате-
матичні системи – диференціальні й алгебраїчні рів-
няння, що адекватно представляють досліджувані 
аспекти [11]. 

Таким чином, розробка математичних моделей за-
лежності продуктивності кластерної системи на базі 
Raspberry Pi 3B+ від кількості плат в ній при різних 
системах охолодження є важливим кроком на шляху 
підвищення ефективності кластерних систем на базі 
Raspberry Pi 3B+ шляхом підбору конфігурації і ре-
жиму функціонування, який забезпечить більш про-
дуктивну роботу кластерної системи.  

Воєводін В.В. та Воєводін Вл.В. в своїй праці «Па-
раллельные вычисления» вказують, що комп’ютери 
постійно вдосоконалюються і їх головний вектор роз-
витку продуктивність, тобто можливість виконувати 
більшу кількість операцій за одиницю часу [12]. Та-
кож в даній праці авторами відмічено, що ефектив-
ність роботи комп’ютерної системи це відношення 
реальної продуктивності до пікової продуктивності 
[12]. Воєводін В. В. та Воєводін Вл. В в указаній праці 
також вказують що потрібно оцінювати ефективність 
роботи програмно-апаратного середовища на 
фіксованому наборі тестових програм (benchmark), 
який був сформований на основі різних критеріїв [12]. 
Враховуючи останнє твердження було прийнято 
рішення досліджувати створену кластерну систему на 
базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ під 
час виконання тесту «High performance challenge 
benchmark», який використовується для тестування 
суперкомп’ютерів. 

Гергель В. П. в праці «Высокопроизводительные 
вычисления для многоядерных многопроцессорных 
систем» в якості критеріїв роботи кластерних систем 
використовує  прискорення та ефективність [2]. Автор 
також вказує, що спроби підвищення якості паралель-
них обчислень по одному з даних показників (приско-
ренню або ефективності) може привести до 
погіршення ситуації за іншим показником, адже дані 
показники якості паралельних обчислень є супереч-
ливими. Як результат, розробка методів паралельних 
обчислень часто передбачає вибір деякого 
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компромісного варіанту з урахуванням бажаних 
показників прискорення і ефективності. Крім того, 
Гергель В.П. вказує, що при виборі належного пара-
лельного способу вирішення завдання може виявити-
ся корисною оцінка вартості обчислень, яка 
визначається як добуток часу паралельного рішення 
задачі і числа використовуваних процесорів [2].  

Останнім часом замовники комп’ютерних систем 
як універсальних так і високопродуктивних ставлять 
перед розробниками вимоги, що б вони мали певні 
технічні характеристики та відповідали певним еко-
номічним вимогам. Як приклад можна навести замов-
лення Національною Лос-Аламоською лабораторією 
(США) в австралійської компанії BitScope розробки 
тестового стенду на базі одноплатних комп’ютерів 
Raspberry Pi. Тому актуальною науковою задачею є 
розробка комплексного критерію ефективності роботи 
кластерної системи, який буде враховувати всі аспек-
ти, які важливі для замовників і користувачів 
комп’ютерних систем. 

 
3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 

Як правило, при аналізі кластерних комп’ютерних 
систем, як критерій ефективності їх роботи викори-
стовують продуктивність їх роботи та інколи приско-
рення. Звичайно, продуктивність і прикорення клас-
терної комп’ютерної системи є одними з важливих 
показників, які її характеризують. Проте, ефектив-
ність кластерної комп’ютерної системи характеризу-
ють і інші показники. 

В результаті проведених досліджень встановлено, 
що для аналізу і характеристики невеликих кластер-
них комп’ютерних систем краще застосовувати ком-
плексний критерій ефективності роботи кластерної 
системи, який буде враховувати загальну продуктив-
ність кластерної комп’ютерної системи, продуктив-
ність одного обчислювального елементу в кластерній 
комп’ютерній системі, споживання електроенергії 
кластерною системою, споживання електроенергії з 
розрахунку на один обчислювальний елемент, собіва-
ртість обчислення 1 Гфлопс кластерною 
комп’ютерною системою, загальну вартість кластер-
ної комп’ютерної системи. 

Можна виділити три групи параметрів, які харак-
теризують процес роботи кластерної комп’ютерної 
системи.  

До першої  групи параметрів Х(t), що діють на 
вході об’єкта, можна віднести кількість обчислюваль-
них елементів в кластерній комп’ютерній системі 
х1(t), тип обчислювального елемента х2(t) (технічні 
характеристики обчислювальних елементів вплива-
ють на показники роботи кластерної системи в ціло-
му),  тип системи охолодження х3(t). В подальшому, 
параметри х1(t), х2(t), х3(t) будемо вважати компонен-
тами вектора вхідних керуючих впливів: 

 
)](),(),([)( 321 txtxtxXtX = . (1)

Другу групу складають зовнішні впливи F(t): за-
вдання яке виконується f1(t), температура навколиш-
нього середовища f2(t) та інші фактори навколишньо-
го середовища f3(t): 

 
)](),(),([)( 321 tftftfFtF = . (2)

 
До третьої групи відносяться показники процесу 

обчислень Y(t): загальну продуктивність кластерної 
комп’ютерної системи y1(t), продуктивність одного 
обчислювального елементу (наприклад, плати 
Raspberry Pi 3B+) в кластерній комп’ютерній системі 
y2(t), споживання електроенергії кластерною систе-
мою y3(t), споживання електроенергії з розрахунку на 
один обчислювальний елемент (наприклад, плату 
Raspberry Pi 3B+) y4(t), собівартість обчислення 1 
Гфлопс кластерною комп’ютерною системою y5(t), 
загальну вартість кластерної комп’ютерної системи 
y6(t): 

 
)](),(),(),(),(),([)( 654321 tytytytytytyYtY = . (3)

 
Зважаючи на вищесказане, гіпотетичну модель 

процесу обчислень можна подати у вигляді:    
 

)](),([)( tFtXYtY = . (4)
Вищевказані показники процесу обчислень більш 

повно характеризують результати роботи кластерної 
комп’ютерної системи чим просто продуктивність її 
роботи, а комплексний критерій ефективності роботи 
кластерної системи, який буде їх враховувати, має 
вигляд:  

],,,,,[ 654321 yyyyyyYKe = . (5)
Використання комплексного критерію ефективно-

сті роботи кластерної системи при дослідження такої 
системи дозволить отримати більш об’єктивну інфо-
рмацію про об’єкт дослідження. 

Оскільки загальна продуктивність кластерної 
комп’ютерної системи є важливим елементом ком-
плексного критерію ефективності роботи кластерної 
системи, в даній роботі було досліджено даний показ-
ник та розроблено математичні моделі залежності 
продуктивності невеликої кластерної системи на базі 
одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ в залеж-
ності від кількості плат в ній при різних системах 
охолодження. 

 
4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 

Для виконання досліджень роботи кластерної сис-
теми на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 
3B+ була створена система зображена на рисунку 1. 

Створена для досліджень кластерна система на ба-
зі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ склада-
ється з: 

– 4-х одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ ; 
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– гігабітного некерованого комутатора D-Link 
DGS-1005A ; 

– блоку живлення 60 W; 
– кулера DeepCool XFAN 120 L/W . 
Основні характеристики одноплатних  

комп’ютерів Raspberry pi 3B+ , на базі яких побудова-
но кластер: 

– процесор Cortex-A53 з частотою 1,4 GHz; 
– оперативна пам’ять 1 Гбайт LPDDR2; 
– Gigabit Ethernet. 
 

 
Рисунок 1 – Кластерна система на базі одноплатних 

комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ 
Живлення одноплатних  комп’ютерів Raspberry Pi 

3B+ в кластері здійснюється через USB-hub, який під-
ключений до мережі електроживлення через блок жи-
влення. 

Одноплатні  комп’ютери Raspberry Pi 3B+, з вста-
новленою операційною системою Raspbean Stretch, 
об’єднані в кластер за допомогою гігабітного некеро-
ваного комутатора D-Link DGS-1005A. Вартість ство-
реного кластера (чотири одноплатних комп’ютери 
Raspberry Pi 3B+, комутатор, блок живлення, кулер,  
проводи) становить до 155 дол. США. 

 
5 РЕЗУЛЬТАТИ 

З метою досягнення поставленої мети було прове-
дено експерименти з визначення продуктивності кла-
стерної системи на базі одноплатних комп’ютерів 
Raspberry Pi 3B+ при різних кількостях плат Raspberry 
Pi а також при різних системах охолодження по 49 
експериментів для кожної конфігурації. Тестування 
продуктивності розробленої кластерної системи про-
водилось за допомогою тесту «High performance 
challenge benchmark» [13]. 

На рисунку 2 зображено графіки визначеної про-
дуктивності створеної чотирьохплатної кластерної 
системи на базі одноплатних  комп’ютерів Raspberry 
Рi 3B+ при різних типах охолодження плат (без охо-

лодження, пасивне охолодження, активне охолоджен-
ня за допомогою кулера DeepCool XFAN 120 L/W). 

 

 
Рисунок 2 – Продуктивність кластера з чотирьох одноплат-
них комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ з різними системами  

охолодження 
 

На рисунку 3 зображено графіки визначеної про-
дуктивності створеної триплатної кластерної системи 
на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Рi 3B+ 
при різних типах охолодження плат (без охолоджен-
ня, пасивне охолодження, активне охолодження за 
допомогою кулера DeepCool XFAN 120 L/W). 

 
Рисунок 3 – Продуктивність кластера з трьох  

одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ з різними  
системами охолодження 

 
На рисунку 4 зображено графіки визначеної про-

дуктивності створеної двоплатної кластерної системи 
на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Рi 3B+ 
при різних типах охолодження плат (без охолоджен-
ня, пасивне охолодження, активне охолодження за 
допомогою кулера DeepCool XFAN 120 L/W). 

 

50



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 1 

 
 

© Бабчук С. М., Гуменюк Т. В., Романів І. Т., 2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-1-5 

 
Рисунок 4 – Продуктивність кластера з двох одноплатних 

комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ з різними системами  
охолодження 

 
На рисунку 5 зображено графіки визначеної про-

дуктивності одноплатного  комп’ютера Raspberry Рi 
3B+ при різних типах охолодження плат (без охоло-
дження, пасивне охолодження, активне охолодження 
за допомогою кулера DeepCool XFAN 120 L/W). 

 

 
Рисунок 5 – Продуктивність одного одноплатного 
комп’ютера Raspberry Pi 3B+ з різними системами  

охолодження 
 

Після проведення експериментів було здійснено 
опрацювання отриманих в них результатів. В табли-
ці 1 наведено середні значення продуктивності клас-
терних систем на базі одноплатних комп’ютерів 
Raspberry Pi 3B+ з різною кількістю плат та з різними 
системами охолодження. 

 
Таблиця 1 – Середні значення продуктивності кластерних 
систем на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ з 
різною кількістю плат та з різними системами охолодження 

Середні значення продуктивності (Гфлопс)      
при різних типах систем охолодження 

Кількість 
плат 

Raspberry 
Pi 3B+  

без охоло-
дження 

з пасивним 
охолодженням 

з активним 
охолодженням 

1 0,807116 0,851778 0,980047 
2 0,88222 0,898496 1,034144 
3 1,179257 1,246531 1,647265 
4 1,37011 1,394486 1,827639 

 
Залежність середньої продуктивності кластерної 

системи на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry 
Pi 3B+ від кількості таких комп’ютерів в ній при 
різних системах охолодження показана на рисунку 6. 

На рисунку 6 видно, що продуктивність кластерної 
системи на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry 
Pi 3B+ з пасивною системою охолодження дещо вища 
(від 2% до 6%) продуктивності такої ж кластерної 
системи, але без системи охолодження. Таким чином 
затрати на пасивну систему охолодження не дають 
значного приросту в продуктивності невеликої клас-
терної системи. 
 

 
Рисунок 6 – Залежність середньої продуктивності 

кластерної системи на базі одноплатних комп’ютерів Rasp-
berry Pi 3B+ від кількості таких комп’ютерів в ній при 

різних системах охолодження 
 
Продуктивність кластерної системи на базі одно-

платних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+ з активною 
системою охолодження значно вища продуктивності 
таких самих кластерних систем без системи охоло-
дження або з системою пасивного охолодження (від 
15% до 40%). При чому особливо це перевищення 
відчутне при 3–4 платах (перевищення в продуктив-
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ності від 31% до 40%, а при 2 платах перевищення в 
продуктивності від 15% до 21%). Таким чином, затра-
ти на активну систему охолодження дають відчутний 
приріст продуктивності роботи невеликої кластерної 
системи. 

Прискорення (speedup), що отримується при вико-
ристанні паралельного алгоритму для p процесорів, в 
порівнянні з послідовним варіантом виконання обчи-
слень визначається, як відношення часу рішення зада-
чі скалярною ЕОМ до часу виконання паралельного 
алгоритму [2]. 

З метою визначення прискорення розробленої кла-
стерної системи було проведено по 49 експериментів 
під час яких задача з знаходження кількості простих 
чисел в заданому діапазоні (10000) [14] вирішувалась 
на звичайному персональному комп’ютері з процесо-
ром AMD Ryzen 5 з частотою 3,6 ГГц (вартістю 360 
дол. США) та на створеному кластері з чотирма одно-
платними комп’ютерами Raspberry Pi 3B+ (кожна 
плата з одним процесором Cortex-A53 з частотою 1,4 
ГГц) з активним охолодженням (вартістю до 155 дол. 
США). Результати експериментів відображені на 
рис. 7. 

 

 
Рисунок 7 – Час виконання задачі з знаходження кількості 

простих чисел в заданому діапазоні (10000) 
 

В результаті опрацювання експериментальних да-
них встановлено, що середній час рішення задачі з 
знаходження кількості простих чисел в заданому діа-
пазоні (10000) [14] на звичайному персональному 
комп’ютері з процесором AMD Ryzen 5 з частотою 
3,6 ГГц становить 0,56 секунди, а на створеному клас-
тері з чотирма одноплатними комп’ютерами 
Raspberry Pi 3B+ (кожна плата з одним процесором 
Cortex-A53 з частотою 1,4 ГГц) з активним охоло-
дженням  становить 0,15 секунди.  

Прискорення розраховано у відповідності з пра-
цею Гергеля В. П. «Высокопроизводительные вычис-
ления для многоядерных многопроцессорных систем» 
становить 3,7. Крім того, розроблений кластер деше-

вший від звичайного персонального комп’ютера в 2,3 
рази.  

Ефективність розробленої кластерної системи з 
чотирма одноплатними комп’ютерами Raspberry Pi 
3B+ з активним охолодженням  розрахована у відпо-
відності з працею Гергеля В. П. «Высокопроизводи-
тельные вычисления для многоядерных многопроцес-
сорных систем» становить 0,925. 

Вищевказані результати свідчать, що розроблений 
кластер ефективний в задачах, які можна розпарале-
лити і відповідно забезпечити паралельні обчислення. 

Встановлена математична модель залежності про-
дуктивності кластерної системи на базі Raspberry Рi 
3B+ від кількості плат в ній при відсутній системі 
охолодження має форму полінома третього порядку: 
 

1,28210,85930,43910,0547 1
2
1

3
11 +−+−= xxxy . (6)

 
Графічне відображення розробленої математичної 

моделі залежності продуктивності кластерної системи 
на базі Raspberry Pi 3B+ від кількості плат в ній при 
відсутній системі охолодження зображено на рисун-
ку 8. 

 

 
Рисунок 8 – Графічне відображення розробленої математи-
чної моделі залежності продуктивності кластерної системи 
на базі Raspberry Pi 3B+ від кількості плат в ній при відсут-

ній системі охолодження 
В таблиці 2 наведено результати аналізу середньої 

продуктивності кластерної системи на базі Raspberry 
Рi 3B+ з різною кількістю плат визначеної в результа-
ті проведення експериментів, а також значення про-
дуктивності кластерної системи в залежності від кіль-
кості плат в ній, яке знайдене за результатами обчис-
лення при використанні розробленої математичної 
моделі (6). 
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Таблиця 2 – Порівняння значень продуктивності 
кластерної системи без системи охолодження отриманих під 

час експерименту та з використанням розробленої 
математичної моделі (1) 

Кіль-
кість 
плат 
Rasp-
berry 
Рi 

3B+  

Середнє зна-
чення продук-
тивності клас-
терної системи 
знайдене за 
результатами 
проведення 

експериментів,  
Гфлопс 

Значення 
продуктив-
ності кластер 
ної системи 
знайдене з 
допомогою 
розробленої 
математичної 
моделі (1), 
Гфлопс 

Похибка, 
Гфлопс 

По-
хиб-
ка, 
% 

1 0,807116 0,807200 0,000084 0,01 
2 0,88222 0,882300 0,000080 0,01 
3 1,179257 1,179200 0,000057 0,01 
4 1,37011 1,369700 0,000410 0,03 

 

Математична модель залежності продуктивності 
кластерної системи на базі Raspberry Рi 3B+ від кіль-
кості плат в ній при пасивній системі охолодження 
має форму полінома третього порядку: 

 

1,60781,32450,65210,0836 1
2
1

3
11 +−+−= xxxy . (7)

 

В таблиці 3 наведено результати аналізу середньої 
продуктивності кластерної системи на базі Raspberry 
Рi 3B+ з різною кількістю плат визначеної в 
результаті проведення експериментів, а також зна-
чення продуктивності кластерної системи в 
залежності від кількості плат в ній, яке знайдене за 
результатами обчислення при використанні 
розробленої математичної моделі (7). 

 

Таблиця 3 – Порівняння значень продуктивності кластерної 
системи з пасивною системою охолодження отриманих під 

час експерименту та з використанням розробленої 
математичної моделі (7) 

Кіль-
кість 
плат 
Rasp-
berry 
Рi 

3B+  

Середнє зна-
чення проду-
ктивності 
кластерної 
системи 

знайдене за 
результатами 
проведення 
експеримен-
тів, Гфлопс 

Значення 
продуктив-
ності клас-
терної 
системи 
знайдене з 
допомогою 
розробле-
ної мате-
матичної 
моделі (2), 
Гфлопс 

Похибка, 
Гфлопс 

По-
хибка, 

% 

1 0,851778 0,851800 0,000022 0,002 

2 0,898496 0,898400 0,000096 0,01 

3 1,246531 1,246000 0,000531 0,04 

4 1,394486 1,393000 0,001486 0,11 

 
Математична модель залежності продуктивності 

кластерної системи на базі Raspberry Рi 3B+ від кіль-
кості плат в ній при активній системі охолодження 
має форму полінома третього порядку: 

3 2
1 1 1 10,1653 1, 2713 2,6027 2,4767y x x x= − + − + . (8)

 

В таблиці 4 наведено результати аналізу середньої 
продуктивності кластерної системи на базі Raspberry 
Рi 3B+ з різною кількістю плат визначеної в 
результаті проведення експериментів, а також зна-
чення продуктивності кластерної системи в 
залежності від кількості плат в ній, яке знайдене за 
результатами обчислення при використанні 
розробленої математичної моделі (8). 

 

Таблиця 4 – Порівняння значень продуктивності кластерної 
системи з активною системою охолодження отриманих під 

час експерименту та з використанням розробленої 
математичної моделі (8) 

Кіль-
кість 
плат 
Rasp 
berry 
Рi 

3B+ 

Середнє зна-
чення продук-
тивності клас-
терної системи 
знайдене за 
результатами 
проведення 
експеримен-

тів, 

Гфлопс 

Значення 
продуктив-
ності клас-
терної сис-
теми знай-
дене з допо-
могою роз-
робленої 
математич-
ної моделі 
(3), Гфлопс 

Похибка, 
Гфлопс 

По-
хиб-
ка,  
% 

1 0,980047 0,980000 0,000047 0,005 

2 1,034144 1,034100 0,000044 0,004 

3 1,647265 1,647200 0,000065 0,004 

4 1,827639 1,827500 0,000139 0,007 

 
З таблиць 2–4 видно, що значення продуктивності 

кластерної системи в залежності від кількості плат 
Raspberry Рi 3B+ в них обчислені за допомогою роз-
роблених моделей відрізняються від середніх значень 
продуктивності кластерної системи з відповідною 
системою охолодження, які були отримані експери-
ментальним шляхом, максимум на 0,11%. 

 

6 ОБГОВОРЕННЯ 
Для того, що б мінімізувати ймовірність прийняття 

рішень на базі недостовірних випадково-помилкових 
даних, було проведено велику кількість однотипних 
дослідів (по 49 однотипних дослідів при однаковій кі-
лькості плат в кластері і при тій самій системі охоло-
дження). Аналіз значень всіх дослідів (рис. 2 – рис. 5) 
свідчить, що значних «викидів» результатів не має. Для 
подальших теоретичних досліджень для кожного варі-
анту роботи кластерної системи за кількістю плат та 
типом охолодження в подальшому використовувалось 
усереднені значення показника продуктивності класте-
рної системи при даній кількості плат та даному типі 
системи охолодження.  Вищевказане мало забезпечити 
максимально ймовірно дійсну інформаційну базу про 
реальну продуктивність кластерної системи на базі 
одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+. 

З результатів досліджень (Рис. 6, Рис. 8) видно, що з 
моменту додавання четвертої плати продуктивність 
кластерної системи на базі одноплатних комп’ютерів 
Raspberry Pi 3 B+ починає падати. Таким чином можна 
стверджувати, що для такої кластерної системи опти-
мальним за показником продуктивність/кількість плат 
є кількість плат  – 4. Цю кількість різними чином, як 
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актуальну для кластерних систем такого типу як дослі-
джувався відзначають і інші дослідники [1, 3–10]. 

Відмінністю, отриманих під час досліджень ре-
зультатів, є те, що зміна продуктивності кластерної 
системи від кількості вузлів для створеного нами кла-
стеру на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Рi 
3B+ має форму полінома третього порядку, а не пря-
молінійну, як зазначено в [10]. Ймовірно, на результа-
ти досліджень і на модель [10] могло вплинути вико-
ристання іншого мережевого обладнання для 
об’єднання в кластер одноплатних комп’ютерів Rasp-
berry Рi 3B+ (для дротового зв’язку використовувався 
мережевий комутатор HPE OfficeConnect 1920S Series 
Switch JL385A, а для бездротової мережі Wi-Fi вико-
ристовувався маршрутизатор Keenetic Giga KN-1010). 
Крім того, в даному дослідженні не вказано скільки 
проводилось експериментів при різних кількостях 
плат в кластері (можливо кількість таких експеримен-
тів була невеликою, і випадкові «викиди», які можуть 
мати місце при проведенні експериментів могли нега-
тивно вплинути на отримані ними результати , а зго-
дом і на розроблену модель. 

В праці 10 дослідники використовують активну 
вентиляцію елементів кластерів, деякі дослідники 
створювали кластери без систем охолодження [3], але 
в процесі аналізу літературних джерел не виявлено 
досліджень про вплив системи охолодження на про-
дуктивність кластерної системи на базі одноплатних 
комп’ютерів Raspberry Pi 3B+. Проведені в цій роботі 
дослідження були також направлені на виявлення 
впливу типу системи охолодження на продуктивність 
кластерної системи. 

 

ВИСНОВКИ 
Дане досліджене сприятиме більш ефективному 

створенню кластерних систем на базі одноплатних 
комп’ютерів Raspberry Pi 3B+. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає  
у визначенні комплексного критерію ефективності 
роботи кластерної системи та в розробці математич-
них моделей залежності продуктивності кластерної 
системи на базі Raspberry Pi 3B+ від кількості плат в 
ній при різних системах охолодження. 

Практичне значення отриманих результатів по-
лягає в обґрунтуванні структури кластерної системи 
на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 3B+, 
яка дозволить отримати таку систему з кращим пока-
зником продуктивність / кількість плат. Результати 
досліджень показали, що це має бути кластерна сис-
тема з чотирма одноплатними комп’ютерами 
Raspberry Pi 3B+ з активним охолодженням. Відпові-
дні рекомендації базуються на результатах експери-
ментів та їх аналізі. Продуктивність кластерної сис-
теми на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 
3B+ з пасивною системою охолодження дещо вища 
(від 2% до 6%) продуктивності такої ж кластерної 
системи, але без системи охолодження. Таким чином, 
затрати на пасивну систему охолодження не дають 
значного приросту в продуктивності невеликої 

кластерної системи. Продуктивність кластерної сис-
теми на базі одноплатних комп’ютерів Raspberry Pi 
3B+ з активною системою охолодження значно вища 
продуктивності таких самих кластерних систем без 
системи охолодження або з системою пасивного охо-
лодження (від 15% до 40%). Особливо це перевищен-
ня відчутне при 3–4 платах (перевищення в 
продуктивності від 31% до 40%, а при 2 платах пере-
вищення в продуктивності від 15% до 21%). Таким 
чином, затрати на активну систему охолодження да-
ють відчутний приріст продуктивності роботи 
невеликої кластерної системи 

Ефективність і прискорення розробленої кластер-
ної системи з чотирма одноплатними комп’ютерами 
Raspberry Pi 3B+ з активним охолодженням  розрахо-
вані у відповідності з працею Гергеля В. П. «Высоко-
производительные вычисления для многоядерных 
многопроцессорных систем» становлять відповідно 
0,925 і 3,7. Крім того, розроблений кластер дешевший 
від звичайного персонального комп’ютера в більш як 
два рази.  

Вищевказані результати свідчать, що розроблений 
кластер ефективний в задачах, які можна розпарале-
лити і відповідно забезпечити паралельні обчислення. 

Перспективи подальших досліджень полягають 
у визначенні вагових коефіцієнтів складових елемен-
тів комплексного критерію ефективності роботи 
кластерної системи. 
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Для решения многих научных задач и для работы со сложными приложениями нужны высокопроизво-
дительные вычислительные системы. Ранее реальную параллельную обработку данных поддерживали только суперкомпью-
теры, доступ к которым очень ограничен. В настоящее время одним из путей решения данной проблемы является построе-
ние небольших дешевых кластеров на базе одноплатных компьютеров Raspberry Pi. 

Цель. Разработать комплексный критерий эффективности работы кластерной системы, который бы мог должным обра-
зом охарактеризовать работу такой системы и найти зависимости производительности кластерной системы на базе 
Raspberry Pi 3B+ от количества плат в ней при различных системах охлаждения. 

Метод. Предложено применять при анализе небольших кластерных компьютерных систем комплексный критерий     
эффективности работы кластерной системы, который будет учитывать общую производительность кластерной компьютер-
ной системы, производительность одного вычислительного элемента в кластерной компьютерной системе, потребление 
электроэнергии кластерной системой, потребление электроэнергии из расчета на один вычислительный элемент, себестои-
мость вычисления 1 Гфлопс кластерной компьютерной системой, общую стоимость кластерной компьютерной системы. 

Результаты. Разработанный комплексный критерий эффективности работы кластерной системы использовано при соз-
дании экспериментальной кластерной системы на базе одноплатных компьютеров Raspberry Pi 3B+. Также разработаны 
математические модели зависимости производительности небольшой кластерной системы на базе одноплатных компьюте-
ров Raspberry Pi 3B+ в зависимости от количества плат в ней при различных системах охлаждения. 

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили целесообразность использования разработанного комплексного кри-
терия эффективности работы кластерной системы и позволяют рекомендовать его к использованию на практике при созда-
нии небольших кластерных систем. Перспективы дальнейших исследований заключаются в определении весовых коэффи-
циентов составных элементов комплексного критерия эффективности работы кластерной системы, а также в эксперимен-
тальном изучении предложенных весовых коэффициентов. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: кластер, кластерная система, Raspberry Pi 3B+, математическая модель, производительность 
компьютерной системы, критерий эффективности. 
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ABSTRACT 
Context. High-performance computing systems are needed to solve many scientific problems and to work with complex applied 

problems. Previously, real parallel data processing was supported only by supercomputers, which are very limited and difficult to 
access. Currently, one way to solve this problem is to build small, cheap clusters based on single-board computers Raspberry Pi. 

Objective. The goal of the work is the creation of a complex criterion for the efficiency of the cluster system, which could 
properly characterize the operation of such a system and find the dependences of the performance of the cluster system based on 
Raspberry Pi 3B+ on the number of boards in it with different cooling systems. 

Method. It is offered to apply in the analysis of small cluster computer systems the complex criterion of efficiency of work of 
cluster system which will consider the general productivity of cluster computer system, productivity of one computing element in 
cluster computer system, electricity consumption by cluster system, electricity consumption per one computing element, the cost of 
calculating 1 Gflops cluster computer system, the total cost of the cluster computer system. 

Results. The developed complex criterion of cluster system efficiency was used to create an experimental cluster system based 
on single-board computers Raspberry Pi 3B+. Mathematical models of the dependence of the performance of a small cluster system 
based on single-board computers Raspberry Pi 3B+ depending on the number of boards in it with different cooling systems have also 
been developed. 

Conclusions. The conducted experiments confirmed the expediency of using the developed complex criterion of efficiency of the 
cluster system and allow to recommend it for use in practice when creating small cluster systems. Prospects for further research are to 
determine the weights of the constituent elements of the complex criterion of efficiency of the cluster system, as well as in the 
experimental study of the proposed weights. 

KEYWORDS: cluster, cluster system, Raspberry Pi 3B +, mathematical model, computer system performance, efficiency 
criterion.    
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ABSTRACT 
Context. An application of the method of a “jumping frogs” search algorithm to construct optimal experiment plans for cost 

(time) in the study of technological processes and systems that allow the implementation of an active experiment on them 
is proposed. 

The object of study are optimization methods for cost (time) costs of experimental designs, based on the application of 
a “jumping frogs” search algorithm. 

Objective. To obtain optimization results by optimizing the search of a “jumping frogs” search algorithm for the cost (time) 
costs of plans for a full factorial experiment. 

Method. A method is proposed for constructing a cost-effective (time) implementation of an experiment planning matrix using 
algorithms for searching for “jumping frogs”. At the beginning, the number of factors and the cost of transitions for each factor level 
are entered. Then, taking into account the entered data, the initial experiment planning matrix is formed. Then, taking into account 
the entered data, the initial matrix of experiment planning is formed. The “jumping frogs” method determines the “successful frog” 
by the lowest cost of transitions between levels for each of the factors. After that, the permutations of the “frogs” are performed. The 
“frog” strives for the most “successful” and, provided it stays close, remains in the location. Then the gain is calculated in 
comparison with the initial cost (time) of the experiment. 

Results. Software has been developed that implements the proposed method, which was used to conduct computational 
experiments to study the properties of these methods in the study of technological processes and systems that allow 
the implementation of an active experiment on them. The experimental designs that are optimal in terms of cost (time) are obtained, 
and the winnings in the optimization results are compared with the initial cost of the experiment. A comparative analysis 
of optimization methods for the cost (time) costs of plans for a full factorial experiment is carried out. 

Conclusions. The conducted experiments confirmed the operability of the proposed method and the software that implements it, 
and also allows us to recommend it for practical use in constructing optimal experiment planning matrices. 

KEYWORDS: optimal plan, jumping frogs search algorithm, optimization, experiment planning, cost, win. 
 

ABBREVIATIONS 
MSRF is a mixed solid rocket fuel; 
SRF is a solid rocket fuel. 

 
NOMENCLATURE 

k is a number of object factors introduced into the 
study; 

t is a program run time, s; 
B is a winnings; 
N is a number of experiments in the planning matrix 

of the experiment and the matrix of costs of transitions 
between the levels of factors; 

Xi is a levels of factors; 
C0  is a total cost of the experiment, conv. units; 
t0  is a total time of the experiment, h; 
Ci,j is a cost of the transition from the i-th experience 

to the j-th, conventional units; 
ti,j is a time of the transition from the i-th experience to 

the j-th, conventional units; 
Ci is a cost of the i-th factor of the studied process; 

ti is a time of the i-th factor of the studied process; 
bi,j is an unknown coefficients of the mathematical 

model; 
Yi is a process optimization criteria. 
 

INTRODUCTION 
The most important part of scientific studies are 

experiments. This is one of the main ways to get new 
scientific knowledge. The basis of this method is 
an experiment, representing a scientifically delivered 
experience or observation of the phenomenon under 
precisely taken into account conditions, allowing 
to monitor its progress, to control it, to recreate it every 
time when these conditions are repeated. From ordinary, 
passive observation, the experiment is distinguished by 
the active influence of the researcher on the phenomenon 
being studied. 
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Planning an experiment is a section of mathematical 
statistics that studies methods for organizing a set of 
experiments with different conditions to obtain the most 
reliable information about the properties of the object 
under investigation in the presence of uncontrolled 
random perturbations. The use of experimental planning 
makes the experimenter’s behavior purposeful and 
organized, significantly contributing to the increase of his 
labor productivity and the reliability of the results 
obtained. An important advantage of the method is its 
universality, suitability in the vast majority of areas of 
research. 

The object of study is the technological processes 
and systems that allow the implementation of an active 
experiment on them. 

The subject of study is the optimization method for 
cost (time) costs of experiment plans, based on the 
application of a “jumping frogs” search algorithm. 

The purpose of the work is the development of a 
method and software for optimization of plans for a full 
factorial experiment using the search algorithm for 
“jumping frogs”. 
 

1 PROBLEM STATEMENT 
Experimental research methods are widely used 

to optimize production processes. One of the main 
objectives of the experiment is to obtain the maximum 
amount of information about the influence of the factors 
studied on the production process. Further, 
a mathematical model of the object under investigation is 
constructed. At the same time, it is necessary to obtain 
models with minimal cost and time costs. This is 
especially important in the study of long and costly 
processes. The task of optimizing plans at a cost (time) of 
the experiment is NP-complete, i.e. for its solution takes 
time and a large number of computations, rapidly growing 
with increasing dimension of the problem. Therefore, a 
complete search of all possible solutions is difficult. In 
this connection it is necessary to find solutions using 
approximate algorithms. 

The task of optimizing the design of experiments on 
cost costs is NP-complete, i.e. for its solution, it takes 
time and a large number of calculations, rapidly growing 
with increasing dimension of the problem. Therefore, a 
complete enumeration of all possible solutions is difficult. 
In this regard, it is necessary to find solutions using 
approximate algorithms, for example, such as 
an algorithm of optimization by a swarm of particles. 

1. Total cost of the experiment: 

min
1 11

0 →∑∑∑
N

=j

k

=i
ij

k

=i
i C+C=C . 

 
2. Total experiment time: 

min
1 11

0 →∑∑∑
N

=j

k

=i
ij

k

=i
i t+t=t . 

 
 

2 REVIEW OF THE LITERATURE 
Combinatorical optimization methods are known 

[3–8], but they are not used for constructing multivariate 
experiment plans that are optimal in cost and time costs. 
There are also known examples of constructing multi- 
factorial design of an experiment described in, based on 
the use of the following optimization methods: analysis of 
permutations; sequential approximation method; branch 
and bound method; random search (permutation of rows 
of the planning matrix); simplex method; ant algorithm; 
genetic algorithm; annealing method; greedy algorithm; 
swarm of particles; jumping frogs [12]; monkey 
search [13]; search for a school of fish [16]. 

The effectiveness of the use of these methods is shown 
in the study of various technological processes, devices 
and systems. These methods have both advantages and 
disadvantages. For example, with a large number of 
factors, a complete search of all the rows of the 
experiment planning matrix requires a considerable length 
of time, while other methods make it possible to obtain an 
optimal experiment design for a limited number of factors 
k. With a large number of factors, the optimization results 
only approach the optimal experimental design. To solve 
the problem of constructing optimal experimental designs, 
it is advisable to use the “jumping frogs” method 
developed by the authors to compare optimization results. 
Based on this method, the technological process of 
manufacturing SRF was investigated and optimized. 

All these methods have both advantages and 
disadvantages. For example, with a large number of 
factors, a lot of time is required for a complete search of 
all the rows of the planning matrix, and other algorithms 
allow obtaining an optimal experiment plan for a limited 
number of factors k. With a large number of factors, the 
optimization results are approximated to the optimal 
experiment plan. In view of this, it is advisable to use the 
search algorithm for “jumping frogs” by a school 
to compare the results. Optimization of experiment cost 
plans full (time) costs by exhaustive search at the current 
level of computing techniques can only be solved for the 
number of factors k ≤ 3. Therefore, the problem of 
reduction many plans for a multivariate experiment with 
minimum number of transitions of factor levels to search 
for the optimal cost (time) the cost of its implementation. 

There are methods based on the determination of the 
content of liquid-viscous components, the effect of 
products on the physicochemical properties of MSRF [3]. 
In well-known sources [4], mathematical models of the 
influence of the fractional composition of the SRF on the 
characteristics of MSRF are not given explicitly. 
 

3 MATERIALS AND METHODS 
A method and software for optimizing the plans for a 

full factorial experiment on cost (time) costs using the 
search algorithm for a “jumping frogs” has been 
developed. The essence of the application of the search 
algorithm for “jumping frogs” is as follows: 
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Step 1. At the beginning of the work, the number of 
factors k is introduced. 

Step 2. Enter the cost of transitions between levels for 
each of the factors. 

Step 3. Depending on the selected number of factors, 
an experiment planning matrix is constructed. 

Step 4. Calculation of the initial cost of the 
experiment. 

Step 5. Generation of the cost matrix of transitions 
between levels for each of the factors. 

Step 6. Sorting the indices and generating an array of 
indices for the cost of transitions between levels for each 
of the factors. 

Step 7. Rearrangements in the columns in accordance 
with the array of indices for the cost of transitions 
between levels for each of the factors. 

Step 8. Enumerating between all blocks of columns 
(“memeplexes” in which the “frog” moves). 

Step 9. Determining the starting point for further 
enumeration, based on the least sum of the cost of 
transitions between levels for each of the factors. 

Step 10. Performing a search within the column block 
in which the “frog” is located by the minimum value of 
the sum of the costs of transitions between levels for each 
of the factors. 

Step 11. Go to the next row of the planning matrix and 
compare with the previous one. A search is performed in 
the column block with the lowest value of the sum of the 
costs of transitions between levels and the establishment 
of the corresponding block (interchanging in the planning 
matrix of the experiment). 

Step 12. Construction of an optimal experiment 
planning matrix. 

Step 13. Calculation of the total cost of 
the experiment. 

Step 14. The calculation of the magnitude of the gain 
B as the ratio of the initial cost of the Cinit experiment to 
the cost of implementing the optimal planning matrix of 
the experiment Сopt. 

opt

init
С
С= B . 

Step 15. Calculation of the time t spent on optimizing 
the design of the full factorial experiment using the 
“jumping frogs” method. 
 

4 EXPERIMENTS 
Practical experiments implemented in this article were 

carried out as part of the study of the technological proc-
ess of manufacturing solid rocket fuel (hereinafter 
referred as SRF). Existing types of mixed solid rocket fuel 
(hereinafter referred as MSRF) have a specific 
impulse of ≤ 250 s, with an average pressure in the com-
bustion chamber pk = 70–100 atm. and the degree of ex-
pansion of the nozzle (the ratio of the nozzle exit cross-
sectional area to the critical nozzle cross-sectional area, 
hereinafter referred to as Sa/Skr) Sa/Skr ≤ 10, however, the 

modern space-rocket industry requires the creation of 
MSRF recipes with an increased impulse of ≥ 265 s. 

The work presented in this article was performed to 
optimize the formulation with a thermodynamic 
estimation of parameters, which consists in finding the 
optimal formulation of solid rocket fuel with optimization 
criteria: specific impulse, fuel density. 

The following components were used to model the 
formulation: product 28, aluminium powder A-4, product 
14 and binders based on modified rubber of the type with 
technological additives. The use of such substances in the 
manufacture of SRF allows you to create formulations 
with a high level of energy and acceptable performance 
characteristics at the stages of manufacturing SRF, 
product operation, etc. It is also necessary to measure the 
pressure in the combustion chamber of the engine. 

The binder content is taken in the amount of 11%, 
since the results of laboratory studies have shown that 
such a quantity of binder is necessary to achieve the 
required rheological characteristics of the mixture in the 
manufacture of SRF. However, the use of modern 
substances in the manufacture of binders for SRF allows 
to increase the degree of filling of SRF with solid 
substances, due to a decrease in the content of 
liquid-viscous components to 10% → 9% → 8%, which 
theoretically allows us to expect an increase in specific 
impulse by 1% → 2% → 3%. In this case, it is necessary 
to monitor performance at an acceptable level. Since the 
basic formulation has a relatively low oxygen balance, an 
equivalent increase in the degree of SRF filling with sol-
ids, due to a decrease in liquid-viscous components, 
should be performed in favor of an oxidizing agent 
(product 28). 

We take energy components in such quantity: 
– product 28 – 35% – 70%; 
– aluminum A-4 – 9% – 44%; 
– product 14 – 10% – 45%. 
The range of variation of energy components is 35%, 

which is necessary for the formation of experimental 
plans and allows you to cover a wide range of SRF reci-
pes. The approach used to optimize the prescription com-
position of SRF is based on the construction of 
optimal experimental plans and allows one to determine 
with high accuracy the optimal composition of SRF 
according to optimization criteria. 

The experimental design was optimized using this 
method. A full factorial experiment was conducted to 
study the formulation with thermodynamic evaluation of 
the parameters, on the basis of which recommendations 
were made regarding the influence of the formulation on 
the energy characteristics of the rocket engine and 
component content. Mathematical models are constructed, 
the coefficients of which characterize the influence of the 
recipe content on acceptable operational characteristics at 
the stages of manufacturing SRF. 

We determine the factors by which it is possible to act 
on the optimized object. The choice of factors is a very 
crucial step in preparing for the planning of 
an experiment, the success of optimization depends on 
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their successful choice. Factors affecting the energy 
characteristics of the MSRF were selected: X1 is the 
content of the product 28 component; X2 is the content of 
the aluminium component A-4; X3 is the content of 
component product 14. 

The polynomial model of the process under study, 
which we will use at the first stage of the planning of the 
experiment, is an incomplete quadratic function: 

 
Y = b0 + b1X1 + b2X2 + b3X3 + b12X1X2 + b13X1X3 + 

+ b23X2X3 + b123X1X2X3, 
 
where b0, b1, b2, b12, b13, b23, b123 are the unknown coeffi-
cients of the mathematical model. 

The first stage of planning an experiment to obtain a 
mathematical model is based on varying factors at two 
levels: “+1” – the upper limit of the range of component 
content; “–1” is the lower limit of the range of component 
content. The process optimization criteria are as follows: 
Y1 – specific impulse, s; Y2 – density, kg/m3. Based on the 
results of the experiment, we will find the values of the 
unknown coefficients of the model and the optimal ratios 
of the components. The planning matrix of the initial 
experiment is given in table 1. 
 

Table 1 – Initial experiment planning matrix 
Initial plan 

Destination of factors Experience 
number Х1 Х2 Х3 

1 –1 –1 –1 
2 +1 –1 –1 
3 –1 +1 –1 
4 +1 +1 –1 
5 –1 –1 +1 
6 +1 –1 +1 
7 –1 +1 +1 
8 +1 +1 +1 

 
The costs of changing the values of factor levels in the 

study of energy components by specific impulse are given 
in table 2. The natural values of the levels of factors in the 
study of energy components depending on the content of 
the binder components are given in table 3. The cost of 
changing the values of factor levels in the study of energy 
components by fuel density are given in table 4. 
 

Table 2 – Costs of changing factor level values in the study of  
energy components by specific impulse 

Designation of factors 
The content of 
the binder com-

ponents 11% 
The content of 
the binder com-

ponents 10% 
The content of 
the binder com-

ponents 9% 
The content of 
the binder com-

ponents 9% 

Cost of 
chan-

ging va-
lues of 
factor  
levels,  
conv. 
units 

Х1 Х2 Х3 Х1 Х2 Х3 Х1 Х2 Х3 Х1 Х2 Х3 
from  
“–1”  

to “+1” 
15.8 10.5 11.5 16.5 10.5 11.5 16.8 10.5 11.5 17.2 10.5 11.5

from  
“+1”  

to “–1” 
27.0 32.5 33.5 27.4 32.5 33.5 28.0 32.5 33.5 33.6 32.5 33.5

 
 

Table 3 – Natural values of factor levels in the study of  
energy components 

Destination of factors 
The content of the binder components 11% 
Х1 Х2 Х3 

Factor levels

Product 28, % Aluminium A-4, % Product 14, % 
“–1” 35 9 10 
“+1” 70 44 45 

Destination of factors 
The content of the binder components 10 % 
Х1 Х2 Х3 

Factor levels

Product 28, % Aluminium A-4, % Product 14, % 
“–1” 36 9 10 
+1” 71 44 45 

Destination of factors 
The content of the binder components 9 % 
Х1 Х2 Х3 

Factor levels

Product 28, % Aluminium A-4, % Product 14, % 
“–1” 37 9 10 
“+1” 72 44 45 

Destination of factors 
The content of the binder components 8 % 
Х1 Х2 Х3 

Factor levels

Product 28, % Aluminium A-4, % Product 14, % 
“–1” 38 9 10 
“+1” 73 44 45 

 

Table 4 – Costs of changing factor level values in the study of  
energy components by fuel density 

Designation of factors 
The content of 

the binder 
components 

11% 

The content of 
the binder com-

ponents 10% 
The content of 

the binder 
components 9% 

The content of 
the binder com-

ponents 9% 

Cost of 
chan-

ging va-
lues of 
factor 
levels, 
conv. 
units Х1 Х2 Х3 Х1 Х2 Х3 Х1 Х2 Х3 Х1 Х2 Х3 
from 
“–1” 
to +1 

13.8 9.5 10.5 14.5 9.5 10.5 14.8 9.5 10.5 15.2 9.5 10.5

from 
“+1”  

to “–1”
25.5 31.5 32.0 24.8 31.5 32.0 26.0 31.5 32.0 31.5 31.5 32.0

 

5 RESULTS 
A method and a program have been developed 

optimization of plans for a full factorial experiment using 
the search algorithm for a “jumping frogs”. Their 
operability and efficiency on some examples of research 
of systems and technological processes are proved. 

The search for the optimal or close to the optimal plan 
obtained by this method is realized in a short time of the 
account. It is shown that in order to optimize the plans for 
a full factorial experiment, it is expedient to use the 
method of searching for a “jumping frogs” by research in 
objects with the number of factors 2 ≤ k ≤ 4. 

The optimal experimental design and research results 
are given in tables 5–8. 

The optimal experimental design and research results 
for the content of the binder components of 11% are 
presented in table 5. 

For the costs of changing factor levels in the study of 
energy characteristics by specific impulse, presented in 
table 2, the optimization results are shown in table 5. The 
initial cost of the experiment is 515 conv. units The gain 
and cost of implementing the optimal experimental design 
obtained as a result of optimization using the “jumping 
frogs” method are shown in table 10. 
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Table 5 – Optimal experimental design and research results 
(binder content 11%) 

Specific impulse Density 
Designation of 

factors  Designation of 
factors  Expe-

rience 
number Х1 Х2 Х3 Y1 

Experi-
ence 

number Х1 Х2 Х3 Y2 
1 +1 –1 –1 260.65 1 +1 –1 –1 1.76 
2 +1 –1 +1 218.03 2 –1 +1 –1 1.94 
3 +1 +1 +1 260.73 3 +1 +1 –1 1.70 
4 +1 +1 –1 257.66 4 –1 –1 +1 1.85 
5 –1 +1 –1 261.37 5 +1 –1 +1 1.73 
6 –1 +1 +1 249.26 6 –1 +1 +1 1.81 
7 –1 –1 +1 264.68 7 –1 –1 –1 1.80 
8 –1 –1 –1 261.20 8 +1 +1 +1 1.75 
 

The optimal experimental design and research results 
for the content of binding components of 10% are 
presented in table 6. 

For the costs of changing factor levels in the study of 
energy characteristics by specific impulse, presented in 
table 2, the optimization results are shown in table 6. The 
initial cost of the experiment is 548 conv. units The gain 
and cost of implementing the optimal experimental design 
obtained as a result of optimization using the “jumping 
frogs” method are shown in table 10. 
 

Table 6 – Optimal experimental design and research results 
(binder content 10%) 

Specific impulse Density 
Designation of 

factors  Designation of 
factors  Experi-

ence 
number Х1 Х2 Х3 Y1 

Experi-
ence 

number Х1 Х2 Х3 Y2 
1 –1 +1 –1 267.88 1 –1 +1 –1 1.79
2 –1 +1 +1 225.87 2 +1 –1 –1 1.93
3 +1 +1 +1 268.34 3 +1 +1 –1 1.83
4 +1 +1 –1 267.44 4 –1 –1 +1 1.77
5 +1 –1 –1 268.84 5 –1 +1 +1 1.72
6 +1 –1 +1 258.84 6 +1 –1 +1 1.91
7 –1 –1 +1 271.85 7 –1 –1 –1 1.76
8 –1 –1 –1 268.57 8 +1 +1 +1 1.72
 

The optimal experimental design and research results 
for the content of the binder components of 9% are 
presented in table 7. 

For the costs of changing factor levels in the study of 
energy characteristics by specific impulse, presented in 
table 2, the optimization results are shown in table 7. In 
this case, the initial cost of the experiment is 570 conv. 
units The gain and cost of implementing the optimal 
experimental design obtained as a result of optimization 
using the“jumping frogs” method are shown in table 10. 

The optimal experimental design and research results 
for the content of the binder components of 8% are 
presented in table 8. 

Table 7 – Optimal experimental design and research results 
(binder content 9%) 

Specific impulse Density 
Designation of 

factors  Designation of 
factors  Experi-

ence 
number Х1 Х2 Х3 Y1 

Experi-
ence 

number Х1 Х2 Х3 Y2 
1 –1 –1 +1 268.14 1 –1 –1 +1 1.72
2 +1 –1 +1 227.63 2 –1 +1 –1 1.93
3 +1 +1 +1 269.99 3 –1 +1 +1 1.75
4 –1 +1 +1 269.22 4 +1 –1 –1 1.73
5 –1 +1 –1 269.89 5 +1 –1 +1 1.72
6 +1 +1 –1 262.12 6 +1 +1 –1 1.73
7 +1 –1 –1 271.83 7 –1 –1 –1 1.76
8 –1 –1 –1 269.26 8 +1 +1 +1 1.72

For the costs of changing factor levels in the study of 
energy characteristics by specific impulse, presented in 
table 2, the optimization results are shown in table 8. In 
this case, the initial cost of the experiment is 610 conv. 
units. The gain and cost of implementing the optimal 
experimental design obtained as a result of optimization 
using the “jumping frogs” method are shown in table 10. 
 

Table 8 – Optimal experimental design and research results 
(binder content 8%) 

Specific impulse Density 
Designation of 

factors  Designation of 
factors  Experi-

ence 
number Х1 Х2 Х3 Y1 

Experi-
ence 

number Х1 Х2 Х3 Y2 
1 –1 +1 –1 267.90 1 +1 –1 –1 1.72
2 –1 +1 +1 228.75 2 –1 –1 +1 1.93
3 +1 +1 +1 271.45 3 +1 –1 +1 1.75
4 +1 +1 –1 269.71 4 –1 +1 –1 1.75
5 +1 –1 –1 270.64 5 +1 +1 –1 1.76
6 +1 –1 +1 265.79 6 –1 +1 +1 1.70
7 –1 –1 +1 271.50 7 –1 –1 –1 1.75
8 –1 –1 –1 269.58 8 +1 +1 +1 1.73

 
The experiments carried out confirmed the efficiency 

of the “jumping frogs” method. The coefficients of 
mathematical models and the optimal ratio of components 
are given in table 9. They indicate the influence of factors 
on optimization criteria. 
 

6 DISCUSSION 
When studying the energy characteristics of fuel 

density, the cost of changing factor levels is presented in 
table 4, and the obtained optimization results are shown in 
table 5. The initial cost of the experiment is 475 conv. 
units The gain and cost of implementing the optimal 
experimental design obtained as a result of optimization 
using the “jumping frogs” method are shown in table 10. 

When studying the energy characteristics of fuel 
density, the cost of changing factor levels is presented in 
table 4, and the obtained optimization results are shown in 
table 6. The initial cost of the experiment is 500 conv. 
units The gain and cost of implementing the optimal 
experimental design obtained as a result of optimization  
using the “jumping frogs” method are shown in table 10. 

When studying the energy characteristics of fuel 
density, the cost of changing factor levels is presented in 
table 4, and the obtained optimization results are shown in 
table 7. The initial cost of the experiment is 526 conv. 
units. The gain and cost of implementing the optimal 
experimental design obtained as a result of optimization 
using the “jumping frogs” method are shown in table 10. 

When studying the energy characteristics of fuel 
density, the cost of changing factor levels is presented in 
table 4, and the obtained optimization results are shown in 
table 8. The initial cost of the experiment is 552 conv. 
units. The gain and cost of implementing the optimal 
experimental design obtained as a result of optimization 
using the “jumping frogs”  method are shown in table 10. 
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Table 9 – Mathematical models and optimal component ratios 
Criterion 

optimization Mathematical model coefficients Optimal ratios 
components 

The content of the binder components 11% 

Specific 
impulse 

b0 =  90.625; b1  = 13.125; 
b2  = 8.125; b3  = –0.125; 
b12  = 7.375; b13  = 8.375;  

b23  = –10.625; b123  = 6.125 

Density 
b0 =  50.625; b1  = 5.25; 
b2  = 6.15; b3  = –0.75; 

b12  = 0.37; b13  = 2.375;  
b23  = –0.65; b123  = 0.5 

Product-28 = 49%
Aluminium A-4 = 

18% 
Product-14 = 22%

The content of the binder components 10% 

Specific 
impulse 

b0 =  100.65; b1  = 18.12; 
b2  = 10.15; b3  = –0.15; 

b12  = 9.375; b13  = 11.35;  
b23  = –8.25; b123  = 7.5 

Density 
b0 =  60.625; b1  = 8.25; 
b2  = 7.15; b3  = –0.25; 
b12  = 0.75; b13  = 3.75;  
b23  = –0.25; b123  = 0.95 

Product-28 = 50%
Аluminium A-4 = 

18% 
Product-14 = 22%

The content of the binder components 9% 

Specific 
impulse 

b0 =  115.65; b1  = 22.12; 
b2  = 14.15; b3  = –0.1; 

b12  = 11.75; b13  = 14.5;  
b23  = –6.5; b123  = 9.75 

Density 
b0 =  70.625; b1  = 9.5; 
b2  = 8.65; b3  = –0.2; 

b12  = 0.925; b13  = 4.65;  
b23  = –0.2; b123  = 1.75 

Product-28 = 45%
Aluminium A-4 = 

16% 
Product-14 = 30%

The content of the binder components 8% 

Specific 
impulse 

b0 =  125.85; b1  = 25.70;  
b2  = 16.45; b3  = –0.04; 

b12  = 15.25; b13  = 17.125;  
b23  = –3.25; b123  = 11.675. 

Density 
b0 =  80.25; b1  = 10.275;  
b2  = 9.125; b3  = –0.125;  
b12  = 1.625; b13  = 5.785;  
b23  = –0.135; b123  = 2.95. 

Product-28 = 44 %
Aluminium A-4 =

         19 % 
Product-14 = 29 %

 
Table 10 – The results of the optimization of the experimental 
plans in the study of the energy characteristics of the prescrip-

tion composition 
Criterion 
optimiza-

tion 

Cost of sales 
experiment,  
conv. units 

Cost of sales 
optimal plan,  
conv. units 

Win Program 
account time, s

The content of the binder components 11% 
Specific 
impulse 515 198 2.60 0.02 
Density 475 196 2.42 0.01 

The content of the binder components 10% 
Specific 
impulse 548 210 2.41 0.01 
Density 500 200 2.53 0.01 

The content of the binder components 9% 
Specific 
impulse 570 218 2.62 0.01 
Density 526 198 2.67 0.01 

The content of the binder components 8% 
Specific 
impulse 610 226 2.72 0.02 
Density 552 208 2.65 0.02 

 
 
 

CONCLUSIONS 
In this work, the urgent task of developing 

a prescription composition with a thermodynamic 
assessment of the parameters and manufacturing 
technology of MSRF, obtaining a sequence of 
experiments during the experiment, optimized by the 
method of “jumping frogs”, ensuring the minimum cost of 
its implementation, is solved. 

A method and software have been developed that 
implement the optimization of multifactorial design of 
experiments using the “jumping frogs” algorithm. The 
experiment plans that are optimal in terms of 
implementation cost are obtained, and also the winnings 
in the optimization results are shown compared to the 
initial cost of the experiment. The workability and 
effectiveness of the proposed method are proved by the 
examples of the study of the recipe composition with the 
thermodynamic estimation of parameters according to the 
energy characteristics of solid mixed rocket fuel. The 
study showed that the search for an optimal or close to the 
optimal design of the experiment using the method of 
“jumping frogs” gave good results. The gains obtained as 
a result of optimization using this method are significant. 
The application of the developed method and software 
based on the use of the “jumping frogs” algorithm is ef-
fective for a number of factors  
k ≥ 3, since this method significantly reduces the number 
of permutations of the experiment planning matrix. 

Taking into account the results of the study (table 10), 
when optimizing the cost of specific impulse and fuel 
density using the obtained coefficients of mathematical 
models, we can draw the following conclusions on the 
optimal ratios of the components of the MSRF: 

– for the content of the binder components 11%: 
the content of the components should correspond to: 
product-28 – 49%, A-4 – 18%, product-14 – 22%; 

– for the content of the binder components 10%: 
the content of the components should correspond to:  
product-28 – 50%, A-4 – 18%, product-14 – 22%; 

– for the content of the binder components 9%: 
the content of the components should correspond to: 
product-28 – 45%, A-4 – 16%, product-14 – 30%; 

– for the content of the binder components 8%: 
the content of the components should correspond to: 
product-28 – 44%, A-4 – 19%, product-14 – 29%. 

It should be noted that with an increase in the average 
pressure in the combustion chamber of the engine, it is 
advisable to increase the degree of expansion of the 
nozzle in order to achieve a higher specific impulse, 
however, this will lead to a significant increase in the 
design of the nozzle block, which will reduce the weight 
ratio of the product. 

With a decrease in the binder content of more than 
1%, the increase in specific impulse is less than 1%, 
which is insignificant. However, a decrease in the binder 
content in the SRF formulation to a level of less than 10% 
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may lead to critical changes in the operational 
characteristics at the stages of SRF manufacturing, 
product operation, etc. 

The scientific novelty of the work is that for the first 
time a method is proposed for constructing optimal plans 
for multifactor experiments based on the use of the 
“jumping frogs” algorithm, which will make it possible to 
construct optimal experimental plans without completely 
enumerating the experimental permutation options. 

The practical significance of the results of the work 
lies in the fact that software has been developed that 
implements the proposed method, as well as experiments 
have been carried out that have confirmed its efficiency 
and allow scientists to recommend it in practice when 
constructing optimal planning matrices for experiments. 

Prospects for further research are the application of 
the developed software on a wider range of practical 
tasks. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Запропоновано застосування методу «стрибаючих жаб» для побудови оптимальних планів експериментів 

за вартісними (часовими) витратами при дослідженні технологічних процесів та систем, що дозволяють здійснювати над 
ними активний експеримент. 
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Об’єкт. Методи оптимізації за вартісними (часовими) витратами, основані на застосуванні алгоритму пошуку 
«стрибаючих жаб». 

Метою роботи є отримання результатів оптимізації шляхом оптимізації за допомогою алгоритму «стрибаючих жаб» за 
вартісними (часовими) витратами планів повного факторного експерименту. 

Метод. Запропоновано метод побудови за вартісними (часовими) витратами реалізації матриці планування 
експерименту з використанням алгоритму «стрибаючих жаб». На початку вводиться кількість факторів і вартість переходів 
для кожного рівня факторів. Потім з урахуванням введених даних формується початкова матриця планування експерименту. 
Метод «стрибаючих жаб» визначає найбільш «успішну жабу» та найменшу вартість переходів між рівнями для кожного з 
факторів. Після цього виконуються перестановки «жаб». «Жаба» прагне до найбільш «успішних» і, за умови, що вона 
залишається поруч, залишається на місці. Також розраховується виграш порівняно з початковою вартістю (часом) 
експерименту. 

Результати. Розроблено програмне забезпечення, що реалізує запропонований метод, який використовувався для 
проведення обчислювальних експериментів для вивчення властивостей цих методів при вивченні технологічних процесів і 
систем, що дозволяють здійснювати над ними активний експеримент. Отримані результати оптимальних планів 
експериментів за вартісними (часовими) витратами порівнюються з початковою вартістю експерименту та розраховується 
виграш у порівнянні з початковим планом експерименту. 

Висновки. Проведені експерименти підтвердили працездатність запропонованого методу та програмного забезпечення, 
яке його реалізує, а також дозволяє рекомендувати його для практичного використання при побудові оптимальних матриць 
планування експериментів. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: оптимальний план, алгоритм «стрибаючих жаб», оптимізація, планування експерименту, вартість, 
виграш. 
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AННОТАЦИЯ 

Актуальность. Предложено применение метода «прыгающих лягушек» для построения оптимальных планов 
экспериментов по стоимостным (временными) затратами при исследовании технологических процессов и систем, 
позволяющих осуществлять над ними активный эксперимент. 

Объект. Методы оптимизации по стоимостным (временным) затратам, основанные на применении алгоритма поиска 
«прыгающих лягушек». 

Целью работы является получение результатов оптимизации путем оптимизации с помощью алгоритма поиска 
«прыгающих лягушек» по стоимостным (временными) затратами планов полного факторного эксперимента. 

Метод. Предложен метод построения по стоимостным (временными) затратами реализации матрицы планирования 
эксперимента с использованием алгоритма «прыгающих лягушек». В начале вводится количество факторов и стоимость пере-
ходов для каждого уровня факторов. Затем с учетом введенных данных формируется начальная матрица планирования экспе-
римента. Метод «прыгающих лягушек» определяет «успешную лягушку» по наименьшей стоимости переходов между уровня-
ми по каждому из факторов. После этого выполняются перестановки «лягушек». «Лягушка» стремится к наиболее «успешной» 
и, при условии, что находится рядом, остается на месте. Также рассчитывается выигрыш по сравнению с начальной стоимо-
стью (времени) эксперимента. 

Результаты. Разработано программное обеспечение, реализующее предложенный метод, который использовался для 
проведения вычислительных экспериментов для изучения свойств этих методов при изучении технологических процессов и 
систем, позволяющих осуществлять над ними активный эксперимент. Полученные результаты оптимальных планов 
экспериментов по стоимостным (временными) затратами сравниваются с начальной стоимостью эксперимента и 
рассчитывается выигрыш по сравнению с первоначальным планом эксперимента. 

Выводы. Проведенные эксперименты подтвердили работоспособность предложенного метода и программного 
обеспечения, которое его реализует, а также позволяет рекомендовать его для практического использования при построении 
оптимальных матриц планирования экспериментов. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: оптимальный план, алгоритм «прыгающих лягушек», оптимизация, планирование 
эксперимента, стоимость, выигрыш. 
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ПРОГНОЗУВАННЯ ПАРАМЕТРІВ БАГАТОВИМІРНИХ  
ПРОСТОРОВО-ЧАСОВИХ РЯДІВ З УРАХУВАННЯМ ВЛАСТИВОСТІ 

НЕСТАЦІОНАРНОСТІ РОЗПОДІЛУ ЧАСОВОЇ СКЛАДОВОЇ 
 
Новожилова М. В. – д-р фіз.-мат. наук, професор, завідувач кафедри комп’ютерних наук та інформаційних 

технологій, Харківський національний університет міського господарства імені О. М. Бекетова, м. Харків, 
Україна. 

Андронов В. А. – д-р техн. наук, професор, проректор, Національний університет цивільного захисту  
України, м. Харків, Україна. 

Мележик Р. С. – ад’юнкт, Національний університет цивільного захисту України, м. Харків, Україна. 
 

AНОТАЦІЯ 
Актуальність. Актуальність роботи полягає в розробці методів збору, аналізу та обробки просторово-часової інформа-

ції, а саме рядів даних, розподілених як у просторі, так і у часі та побудові на цій основі комп’ютерної ймовірнісної моделі 
процесу прогнозування виникнення та розвитку надзвичайних ситуацій техногенного характеру на інженерній інфраструк-
турі міста. Просторово-часовий характер рядів даних визначає додаткові вимоги до процедур  ідентифікації математичної 
моделі ряду, отже, в статті пропонується низка підходів до виявлення його структури та побудови моделі ряду. 

Мета. Створення, методична та програмна реалізація комп’ютерної моделі просторово-часового ряду, що використову-
ватиметься для прогнозування майбутніх значень локацій та часу виникнення надзвичайних ситуацій на інженерній інфра-
структурі мегаполісу і підвищення ефективності прийняття рішень. 

Метод. Розроблено проекційний підхід, що передбачає незалежне визначення випадкових просторових параметрів ава-
рійних ланок інженерної інфраструктури як послідовності двох одновимірних рівномірних розподілів та визначення часово-
го розподілу моментів виникнення аварій як нестаціонарного розподілу Пуассона. Запропоновано інтегральний підхід, який  
включає побудову точок-генераторів, потужність яких (характеристика  складності аварії) визначається на основі реалізації 
підходу порівнювальної статики з так званим накопичувальним ефектом у межах певного часу. Побудовано релаксаційний 
підхід до визначення параметрів моделі вихідного просторово-часового ряду, що базується на кластеризації просторової 
складової за відповідною часовою характеристикою. Проведено формалізацію просторово-часового поля, побудовано про-
цедури інформаційного забезпечення процесу прогнозування параметрів просторово-часового ряду, виконано типізацію 
вихідних даних для проведення чисельних експериментів на прикладі мережі водопостачання та водовідведення комуналь-
ного підприємства «Харківводоканал», м. Харків. 

Результати. Запропоновано дуальну методологію щодо визначення параметрів імітаційної моделі просторово-часового 
ряду, що містить як проекційний так і інтегральний підходи, а також комбіновану методику – релаксаційний підхід. Прове-
дено чисельні експерименти на основі побудованої моделі, що є теоретичною основою для здійснення та побудови прогнозу 
з використанням великого обсягу історичних даних.  

Висновки. В роботі одержав подальший розвиток метод прогнозування параметрів просторово-часових рядів з ураху-
ванням властивості нестаціонарності розподілу часової складової. Застосування запропонованих інструментальних засобів 
комп’ютерного моделювання дозволяє  підвищити точність прогнозу локації, часу настання та тяжкості можливої аварії на 
інженерній інфраструктурі мегаполісу. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: просторово-часові ряди, нестаціонарний розподіл Пуассона імітаційна модель, інженерна інфра-
структура. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

ab – осередок регулярної сітки; 
a – вимір сітки за координатою х; 
b – вимір сітки за координатою y; 
Am – настання події на кластері Кm; 
D –  просторова обмежена область; 
D{•} – дисперсія розподілу Пуассона; 
E{•} – математичне сподівання; 
EI − опис компонент природного середовища; 
F(•) – рівномірний розподіл просторової коорди-

нати; 
G – передавальна мережа; 
gj – ланка передавальної мережі;  
gIj − інформаційний кортеж характеристик ланки 

gj; 
H – крок розбиття часового періоду; 
I – кортеж інформації про подію; 

i –  наскрізний номер осередку сітки; 
Inj – множина елементів просторово-часового ряду 

стосовно ланки gj; 
j –  індекс ланки передавальної мережі; 
J – кількість ланок передавальної мережі; 
K – множина кластерів розбиття; 

n
mk  – елементи кластерів розбиття; 
М –  кількість кластерів; 
n – індекс елементу в m-у кластері; 
m – індекс кластерів розбиття; 
Pk(t) – розподіл ймовірності відмов; 
pθ – ймовірність реалізації події qθ; 
Q –  множина несумісних подій; 
qθ – складна подія; 
R2 – декартовий простір вимірності 2; 
RS – назва просторово-часового ряду; 
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S – кількість осередків регулярної сітки за коорди-
натою x; 

W – кількість осередків регулярної сітки за коор-
динатою y; 

s – індекс осередку регулярної сітки за координа-
тою  x; 

w – індекс осередку регулярної сітки за координа-
тою y; 

t – змінна часу; 
tН – період амортизації; 
tjc – дата попереднього ремонту ланки gj передава-

льної мережі; 
Т – часовий інтервал; 
Т0j – початковий рік експлуатації ланки gj мережі; 
TF  – поточний рік експлуатації ланок мережі; 
TF0 – інтервал історичних даних ; 
v=(x,y) – просторова складова елементу ряду; 
vi – точка-генератор; 
(xj–1, yj–1) – координати початку ланки gj; 
(xj, yj) – координати кінцевої точки ланки gj; 
Z(v,τ) – просторово-часове випадкове поле; 
Zm –  рівень збитків на кластері Km; 
α0 – вільний член рівняння авторегресійного про-

цесу; 
 α1 – параметр рівняння авторегресійного процесу; 
β(x,y) – параметр закону розподілу просторової 

складової ряду; 
Δх – розмір осередку регулярної сітки розбиття за 

координатою x; 
Δy –  розміри осередку регулярної сітки за коорди-

натою y; 
Θ −  кількість несумісних подій; 
λ – інтенсивність випадкових відмов; 
λsyst(t) – інтенсивність систематичних відмов; 

( )η Ht , t  – параметр нестаціонарного закону 
розподілу часової складової ряду; 

ξ – рівномірно розподілене на [0, 1] випадкове чи-
сло; 

μ – середнє – параметр нормального закону розпо-
ділу; 

σ – стандартне відхилення – параметр нормально-
го закону розподілу; 

Ψj – час відновлення аварійної ланки gj; 
τ –  часова складова елементу ряду; 
ϑi – потужність точки-генератора; 
ϖ(x,y,t) –  оціночна функція. 

 
ВСТУП 

Проблеми аналізу та моделювання просторово-
часових рядів даних виникають в багатьох сферах 
людської діяльності – геології, економіці, екології, 
цивільному захисті, медицині тощо. Складність ін-
терпретації великих обсягів наявних даних, аналізу та 
подальшого використання у прогнозуванні подій по-
требує комплексного системного підходу та розробки 
на цій основі арсеналу різних методів, що характери-

зують ті чи інші властивості процесу, що розглядаєть-
ся.  

При побудові комп’ютерної моделі просторово-
часового ряду важливим є вивчення особливостей 
його часової складової, а саме визначення властивості 
стаціонарності часового ряду. В багатьох галузях за-
стосування моделей та методів обробки просторово-
часових рядів, таких, як, наприклад, прогнозування 
виникнення та розвитку надзвичайних ситуацій тех-
ногенного характеру на інженерній інфраструктурі 
міста, що розглядається як ймовірнісна подія, інфор-
мація про яку є  розподіленою як у просторі, так і у 
часі, часова складова є нестаціонарною.  

При цьому також необхідно зважати, що в якості 
області припустимих значень просторової складової 
ряду може виступати як неперервна, так і дискретна 
множина.  

Тому важливим є вивчення особливостей таких 
рядів, які об’єктивно залежать від характеристик пе-
ребігу процесу реального світу, що індукує просторо-
во-часовий ряд, та розробка відповідної просторово-
часової комп’ютерної моделі як засобу прогнозу па-
раметрів майбутньої ймовірнісної події ряду.  

Об’єкт дослідження – просторово-часові ряди да-
них з урахуванням властивості нестаціонарності роз-
поділу часової складової. 

Предмет дослідження – методи ідентифікації та 
реалізації імітаційної моделі просторово-часових ря-
дів. 

Метою дослідження є розробка, а також методич-
на та програмна реалізація імітаційної моделі багато-
вимірних просторово-часових рядів з урахуванням 
властивості нестаціонарності розподілу часової скла-
дової. 

 
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ  

В якості вихідних даних виступають статистичні 
ряди RS, що мають розглядатися у просторово-
часовому просторі 

(v, t): v ∈D ⊂ R2, t ∈  T,  (1) 
 

де область D може бути як неперервною, так і дискре-
тною. 

В даному дослідженні просторово-часовий ряд да-
них RS формують результати спостережень за відмо-
вами елементів інженерної інфраструктури мегаполі-
су – складної технічної системи, що є просторово 
розподіленою і містить передавальну мережу, яка є 
скінченою дискретною множиною ланок  

 
G={g1, g2, …, gJ}. G ⊂ D.   (2) 

 
При цьому часова складова просторово-часового 

ряду RS характеризується інтенсивністю виникнення 
відмов (випадкових подій), що є функцією часу λ(t), 
тобто часова складова є нестаціонарною. Таке уза-
гальнення є адекватним описом стану інженерної ін-
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фраструктури міст України, що є джерелом випадко-
вих – інтенсивність λ  −  і систематичних – інтенсив-
ність λsyst(t) – відмов елементів.  

Отже, необхідно вирішити наступні задачі. 
1. Розробити методики побудови аналітичної 

ймовірнісної моделі просторово-часового ряду із не-
стаціонарною часовою складовою на основі формалі-
зації просторово-часового випадкового поля  

 
   Z(v, τ); v ∈  D, τ ∈  T,     (3) 
 

де величина Z(v, τ) – визначена характеристика еле-
ментів ряду. При розгляді елементів інженерної ін-
фраструктури величина Z(v, τ) оцінюється сумарними 
збитками від наслідків відмов. 

2. Розробити програмне забезпечення, що реалі-
зує дані методики. 

3. Визначити працездатність та особливості за-
стосування розроблених методик для опрацювання 
статистичної інформації при дослідженні інженерної 
інфраструктури міст. 

 
2 ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

Системологічний аналіз вітчизняної та закордон-
ної наукової літератури щодо існуючих методів та 
інструментальних засобів математичного та 
комп’ютерного моделювання просторово-часових 
рядів та розробки на цій основі прогнозних моделей 
дозволив провести певну класифікацію наукових на-
прямів щодо обробки просторово-часових рядів, що 
розвиваються, та показав широкий спектр практичних 
застосувань. 

В [1] проведено порівняння множини  просторово-
часових умовних авторегресійних моделей на основі 
набору даних про епідемію в Колумбії. Досліджено 
пуассоно-логнормальні та біноміальні моделі з різни-
ми методами байєсівського просторово-часового мо-
делювання.  

Проблема побудови прогнозної моделі прос-
торово-часового міського трафіку, яка може бути ада-
птована в декількох просторово-часових умовах на 
основі  створення складної глибокої нейронної систе-
ми, розглянута в [2]. Комп’ютерна модель, що пропо-
нується, базується на інтерпретованій нейромережі, 
певні складові якої у сукупності охоплюють ключові 
просторово-часові компоненти рядів даних щодо фу-
нкціонування транспортної інфраструктури міста. 

В [3] наведено метод дослідження просторово-
часового розподілу впливу екологічного стану око-
лиць міст на екологічну ефективність останніх. На 
основі застосування множини  підходів до  ідентифі-
кації параметрів та економетричних тестів щодо  про-
сторово-часового розподілу впливу ефекту такого 
сусідства на екологічну ефективність міст у якості 
основної визначено просторово-часову модель Дарбі-
на та метод часткового диференціалу.  

Методи розв’язання проблеми формалізації прос-
торово розподілених даних розвиваються у межах 

такої сучасної наукової дисципліни як геостатистика 
[4]. Згідно з [5], геостатистичні моделі просторово-
часової кореляційної структури можна розділити на 
два види: такі, що передбачають розподіл на просто-
рову та часову компоненти (метрична модель, лінійна 
модель, модель добутку, модель добуток-сума тощо), 
та такі, що такого розподілу не припускають. Зважа-
ючи на складність задачі, одним з прийнятних підхо-
дів першого типу є методологія порівняльної статики, 
тобто дискретизація наявної сукупності статистичних 
даних за часом та послідовний розгляд множини ча-
сових перерізів без опису переходу від одного перері-
зу до іншого. 

Проведене дослідження традиційних і новітніх 
конструктивних засобів аналізу та обробки просторо-
во розподілених даних дозволило визначити в якості 
основних: інтерполяційні моделі, а саме лінійну ін-
терполяцію на основі тріангуляції [5], метод оберне-
них середньозважених відстаней (inverse distance 
weighting) тощо; власне моделі, що базуються на ста-
тистичній інтерпретації даних; алгоритми, засновані 
на навчанні – штучні нейронні мережі [6], генетичні 
алгоритми [7].  

Одним з підходів до прогнозування часових рядів 
є стохастична теорія черг [8]. Поряд з цим, класичною 
методологією дослідження потоку відмов обладнання 
потенційно небезпечних виробничих та інфраструк-
турних об’єктів є теорія надійності [9]. 

Розроблені методи опрацювання просторово-
часових рядів застосовуються в багатьох галузях дія-
льності людини. 

В [10] побудовано просторову модель геоінформа-
ційної підтримки державних пожежно-рятувальних 
частин м. Харкова за рахунок врахування та застосу-
вання критерію розподілу доріг відповідно до катего-
рій, що дозволило розробити програмну платформу 
для швидкого реагування.  

Методи дослідження ефективності складних тех-
нічних систем, зокрема стійкість інфраструктури до 
можливих ризикованих подій, запропоновані в [11]. 
Модель, що пропонується, застосована до досліджен-
ня випадку інфраструктури водопостачання з гіпоте-
тичним сценарієм відновлення.  

При цьому необхідно враховувати факт нестаціо-
нарності статистичних часових рядів даних щодо ава-
рійних ситуацій на об’єктах інженерної інфраструк-
тури [12]. Аналіз наявних методів економічної оцінки 
збитків від аварій та надзвичайних ситуацій, ними 
обумовлених, що застосовуються у світі й Україні, 
проведено в [13].  

Методичні підходи до аналізу та прогнозування 
природно-техногенної безпеки великих міст України в 
рамках функціонування механізмів державного регу-
лювання на основі застосування нейромереж і карт 
Кохонена розглянуто в [14]. Зокрема, за цією методи-
кою м. Харків віднесений до кластера із вищим за 
середній рівнем частоти прояву ТНС.  

У [15] апарат нечітких множин застосований до 
класифікації надзвичайних ситуацій в мегаполісі, що 
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ґрунтується на оцінці впливу параметрів ТНС на гро-
маду та можливості здійснення дорожнього руху на 
транспортній інфраструктурі міста. 

Різноманіття підходів до математичного та 
комп’ютерного моделювання просторово-часових 
рядів даних різної природи свідчить про складність 
проблеми, що розглядається. 

Однак переважна кількість наукових публікацій 
присвячена розгляду задачі прогнозування режимів 
функціонування складних інфраструктурних систем 
тільки у часі, без урахування просторової складової.  

Ще одним важливим недоліком наявних інструме-
нтальних засобів моделювання є практична відсут-
ність методів обробки багатовимірних нестаціонарних 
статистичних рядів, і, як наслідок, відсутність адеква-
тних засобів аналізу та синтезу прийнятних управлін-
ських рішень. 

 
3 МАТЕРІАЛИ І МЕТОДИ 

Комп’ютерне моделювання багатовимірних прос-
торово-часових рядів має враховувати основні їх осо-
бливості, як розподіленість у часі та просторова роз-
поділеність; випадковість моментів настання; недо-
статній обсяг та зашумленість статистичної інформа-
ції, багатомірність та наявність різних факторів впли-
ву зовнішнього середовища на характеристики ряду, у 
тому числі керування у «ручному» режимі. 

Інформація щодо параметрів просторово-часового 
ряду є відмінною за змістом, формою та вимірністю, 
тому найбільш прийнятним її поданням у моделі (3) є 
кортеж I вигляду  

 
I =  <v=(x,y), τ ,{β(x,y), λ(t)}>.  (4) 

 
Розглянемо послідовно три підходи до побудови 

моделі просторово-часового ряду за складовими кор-
тежу I. 

Перші два з цих підходів: проекційний та інтегра-
льний – складають так звану дуальну методологію 
щодо визначення просторових параметрів просторо-
во-часового ряду. 

Як проекційний, так і інтегральний підходи спи-
раються на постановку та вирішення задачі просторо-
вого оцінювання.  

Проведемо моделювання просторових параметрів 
– вектору v=(x,y) – багатовимірного ряду (2) у певно-
му часовому перерізі часового параметру t.  

У загальному вигляді постановка задачі просторо-
вого оцінювання передбачає наявність неперервної 
двовимірної області D, на якій проведений ряд вимі-
рювань заданої величини Z. Ці вимірювання прово-
дяться на скінченій множині точок (x, y) ∈ D, які є 
довільним чином розподіленими по області D. 

За постановкою задачі необхідно враховувати дис-
кретність області D, яка, власне, перетворюється 
множину G. 

Для моделювання просторової складової ряду, що 
розглядається, проводиться розбиття контрольованої 
території D (відповідно, мережі G) сіткою вимірів на 

осередки. В роботі використовується стандартна пря-
мокутна (регулярна) сітка. При цьому виникає ефект 
просторової роздільної здатності, тобто задача визна-
чення адекватного розміру осередку (Δх, Δy).  

При використанні стандартної прямокутної сітки 
просторова роздільна здатність характеризується роз-
міром комірки {(as, bw), (as+1, bw+1)}:  

 

Δх= | as+1 – as |, Δy= |bw+1 – bw|, s =1,2,…,S, w=1,2,…, W. 
 

В цілому область D є вписаною у прямокутник 
{(a0, aS), (b0, bW)}.  

Геометричні параметри ланок мережі G визнача-
ються таким чином: складова gIj задає  ланку  мережі, 
що належить осередку регулярної сітки abi = {(as, bw), 
(as+1, bw+1)} так, що індекс i є функцією індексів {s, 
w}: 

 
gIi= G ∩ abi. 

 
Тоді параметри розміщення (xi–1, yi–1) gi-ї ланки 

множини G пов’язуються з лівою нижньою точкою 
ланки в межах обраного дискрету.  

Таким чином, початкове подання (2) мережі G 
уточнюється стосовно розбиття сіткою вимірів, і 
складова gIi кортежу (5) у загальному випадку є мно-
жиною, тобто є мультиланкою. 

Однак цей спосіб визначення геометричних пара-
метрів ланок множини G має певні недоліки, які не-
обхідно враховувати при виборі кроку дискретизації. 
Завеликий крок формує дискрет (Δx, Δy), що містить 
кілька ланок множини G з принципово різними харак-
теристиками, замалий крок може завдати невиправда-
но великих втрат часу опрацювання моделі. 

На даній сітці вибудовується SxW-вимірна випад-
кова функція Z(v) (3) з функцією розподілу 

 
F(v1, v2, …, vSxW, z1, z2, …, zSxW) = 
P{Z(v1)≤ z1, Z(v2)≤ z2, …, Z(vSxW) ≤ zSxW}, (5) 

 
у кожному часовому перерізі τ, яка характеризує про-
сторову ймовірність реалізації елементу ряду та ви-
значається як набір випадкових змінних Z(vi), по од-
ній для кожної локації vi, i=1,2,…, SxW, області D.  

На основі вирішення задачі просторового оціню-
вання розглянемо підходи до прогнозування парамет-
рів просторово-часового ряду. 

Проекційний підхід. Передбачає незалежне визна-
чення випадкових параметрів (x, у) розміщення ава-
рійних ланок інженерної інфраструктури як послідов-
ності двох одновимірних рівномірних розподілів {x}, 
{y} на [a0,aS], [b0,bW] із функціями розподілу 
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відповідно. В результаті двократного застосування 
процедур генерації випадкових величин за цими роз-
поділами отримується пара просторових координат (x, 
у), що визначає комірку vi, i=1,2,…, SxW, області D та 
відповідну ланку gj  множини G, gj ∈  vi. 

Для подальшої обробки інформації про часову 
складову вихідного багатовимірного ряду зауважимо 
наступне. 

Періоду нормальної експлуатації складних техніч-
них систем відповідає стаціонарний пуассонівський 
(найпростіший) потік [16] числа k випадкових відмов 
протягом часу t вигляду  

 
( )( ) = ,

!

k
-λt

k
λtP t e
k

  (6) 

 
якому притаманні властивості стаціонарності, відсут-
ності післядії і ординарності. 

Факт розподілу ймовірності відмов Pk(t) за зако-
ном Пуассона з постійною інтенсивністю λ  в період 
нормального функціонування, що визначається пері-
одом амортизації [0, tН] складної технічної системи, 
підтверджується також результатами аналізу наявних 
статистичних даних та досвіду експлуатації технічних 
систем. 

Поряд з цим у життєвому циклі будь-якої складної 
технічної системи неминуче настає фаза старіння. На 
даному етапі особливе значення набувають система-
тичні відмови, обумовлені закономірними і немину-
чими явищами, що викликають поступове накопичен-
ня ушкоджень, втому, зношення обладнання.  

Аналіз історичних рядів статистичних даних та 
досвіду експлуатації складних технічних систем пока-
зує, що в період старіння об’єкта дослідження інтен-
сивність систематичних відмов λsyst(t) зростає лінійно 
або квадратично. 

Тоді параметр ( )η Ht, t  розподілу Пуассона є фу-
нкцією λsyst(t) та приймає вигляд: 

 
( , ) ( ) ( )≥ ≥

η = λ = λ + λ
H

H

syst
H t t t t

t t t t . (7) 

 
Таким чином, при перевищенні періоду амортиза-

ції – в період старіння – пуассонівський потік 
θ відмов отримує властивість нестаціонарності, тобто 
перестає бути найпростішим  

 

 ( )( )
( )

!

θ
− η

θ
η

= Ht,tH
H

t,t
P t,t e

k
.  (8) 

 
Зауваження 1. Для подальшого моделювання  фу-

нкцію інтенсивності систематичних відмов λsyst(t) на 
інтервалі [tН, t]  доцільно замінити кусково-постійною 
функцією вигляду 

 

1−λ = λsyst syst
с

, якщо tc–1 ≤ τ < tc, c=1,2,…C, tc ∈ [tН, t]. 

Таким чином, завдання номеру ланки gj  множини 
G, gj ∈  vi, обумовлює конкретне значення параметру 
λ(t) – нестаціонарного розподілу Пуассона часової 
складової ряду в залежності від вищезазначених па-
раметрів та урахуванням Зауваження 1.  

Величина Z(v, τ) є зваженою зростаючою функці-
єю інтенсивності λ(t). 

Інтегральний підхід. Дана концепція містить побу-
дову точок-генераторів, потужність яких визначається 
на основі реалізації підходу порівнювальної статики з 
так званим накопичувальним ефектом у межах певно-
го часу.  

Введемо наступні визначення. 
Визначення 1. Назвемо точкою-генератором vi пе-

вну точку комірки {(as, bw), (as+1, bw+1)} регулярної 
сітки території D таку точку, яка інкапсулює в собі 
властивості цілої комірки.  

Наприклад, це може бути точка перетину діагона-
лей комірки {(as, bw), (as+1, bw+1)}. 

Визначення 2. Назвемо потужністю ϑi точки-
генератору vi інтегральну характеристику, що розгля-
дається в певному часовому інтервалі (часовому вікні) 
[Т0, TF] та обчислюється за формулою: 

 

1 1

0

( , , ) ,
m sF

m s

b aT

i
T b a

x y t dxdydt
+ +

ϑ = ϖ∫ ∫ ∫  (9) 

 

де функція ( , , )ϖ x y t  приймає значення {0,1}, де 
( , , )ϖ x y t =1, якщо елемент (x,y,t)∈ RS, де t ∈ 

[Т0, TF], (x,y) ∈ {(as, bw), (as+1, bw+1)} та 
( , , )ϖ x y t =0 в іншому випадку. 
Визначення точок-генераторів проводиться із за-

стосуванням кластерного аналізу із визначенням роз-
міру кластеру, а саме (2–5) % від максимального лі-
нійного розміру контрольованого району. При цьому 
покладаємо, що всі точки відповідної комірки сітки 
вимірів мають потужність ϑi точки-генератору vi.  

Побудова точок-генераторів уможливлює вирі-
шення задачі моделювання просторово-часового ряду 
RS та здійснення подальшого прогнозування на основі 
побудови двовимірної апроксимаційної поверхні 
ϑ(х,y) із застосуванням підходу порівнювальної стати-
ки з так званим накопичувальним ефектом. 

Зауважимо, що потужність ϑi залежить від довжи-
ни часового вікна [Т0, TF]. 

Розглянемо ще один метод моделювання багато-
вимірного просторово-часового ряду RS, а саме релак-
саційний підхід. 

Цей підхід базується на зведенні багатовимірного 
ряду RS до множини незалежних одновимірних неста-
ціонарних (зокрема стаціонарних) часових рядів. 

Узагальнено метод складається з двох етапів.  
На першому етапі формуються кластери ланок 

множини G={g1, g2, …, gJ} за показником T0j. Крок H 
розбиття на кластери покладається 5 (7) років. В ре-
зультаті одержуємо множину K={K1,…,KM}  кластерів  
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ланок, кожен з цих кластерів  геометрично є не-
зв’язною множиною. 

Для елементів кластеру Km фіксується параметр 
розподілу Пуассона ( , )η Нt t , тобто потік момен-
тів настання подій на ланках мережі певного кластеру 
приймається стаціонарним. 

Другий етап релаксаційного підходу містить кроки 
створення так званого імітаційного симулятору, що 
генерує певну кількість випробувань.  

Зауваження 2. Вважаємо, що результат випробу-
вання є складною подією: можуть виникнути події на 
різних кластерах мережі одночасно (наприклад, про-
тягом тижня – одиницю виміру часу обирає особа, що 
приймає рішення). 

Таке припущення щодо урахування кількох дже-
рел настання подій в цілому, як зазначалось, порушує 
вимогу ординарності процесу. Тому для подальшого 
моделювання застосовується наступний підхід. 

Позначимо через mA  – настання події на кластері 
Кm у одиницю часу, відповідно mA  – ненастання події 
на кластері Кm. 

На цій основі визначимо повну дискретну множи-
ну Q несумісних подій вигляду 
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При цьому кількість елементів множини Q: card 
Q= Θ . 

Для кожного елементу множини (9) визначимо 
ймовірність pθ реалізації відповідної складної події qθ, 
qθ∈Q, θ=1,2,…, Θ . Далі отримані значення ймовірно-
стей pθ відкладаються на відрізку [0, 1]. Генерується 
рівномірно розподілене на [0, 1] випадкове число ξ  і 
перевіряється умова  

 
1

1 1
.

θ − θ

μ μ
μ = μ =

≤ ξ ≤∑ ∑p p   (11) 

 

За виконання умови (11) вважають, що в процесі 
випробування настала подія qθ з множини (10). 

Реалізація запропонованих методів уможливлю-
ється  в рамках інформаційної підсистеми, функціо-
нальну модель якої наведено на рис. 1. 

У блоці геоінформаційної системи виконується 
аналіз і візуалізація графічної інформації у вигляді 
набору електронних карт і прив’язаних до них даних 
про просторові параметри ряду RS. 

Інформація у підсистемі зберігання та обробки да-
них організується як реляційна база даних, що під-
тримує властивість розподіленої обробки даних. 
В якості базового інструментарію реалізації функцій 
аналітичної підсистеми служить методичне забезпе-
чення (математичні моделі, методи імітаційного про-
грамування, засоби обробки експертної інформації з 

метою отримання знань) задач побудови прогнозних 
значень ряду. 

 

 
Рисунок 1 – Функціональна модель інформаційної  

аналітичної системи 
 
У підсистемі моніторингу виконується збирання та 

первинна обробка інформації про параметри процесів 
реального світу, що генерують значення просторово-
часового ряду. 

 

4 ЕКСПЕРИМЕНТИ 
Інтерпретація задачі просторового оцінювання 

здійснювалась на вихідному просторово-часовому 
ряді значень локацій, часу і складності аварій, що фо-
рмувався за даними офіційного сайту комунального 
підприємства «Харківводоканал».  

Моделювання проводилось за районами м. Харко-
ва, зокрема, розглядався Шевченківський район. Зага-
лом проаналізовано та упорядковано більше 4400 
спостережень за 2016 – 2019 роки. 

На рис. 2 наведено результат побудови регулярної 
прямокутної сітки у якості розбиття контрольованої 
території D (території району) та відповідно, мережі G. 

Ілюстрацією застосування інтегрального підходу є 
табл. 1, де наведено приклад обчислення потужностей 
ϑi точок-генераторів vi мережі водопостачання тери-
торії Шевченківського району м.Харкова.  

 

 
Рисунок 2 – Карта Шевченківського району, м.Харків, з 
побудованою сіткою. Період 1–10 березня 2018 р. Темні 

точки – місця аварій 
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Таблиця 1 – Потужності ϑi точок-генераторів vi мереж водо-
постачання території Шевченківського району  

м. Харкова за березень 1918 р. 
Координата y  

2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 42,5 
–2,5 3 2 2 1 1 1 3   
–7,5 4 2 2 2      

–12,5    3 2 1 2   
–17,5  3  2 2 3 2 1  
–22,5 3  1 2 1     
–27,5 3 1   2 2 1   
–32,5   1 1 1 2 2 1  
–37,5 1 4 1  2 1 2   

К
оо
рд
ин
ат
а 
х 

–42,5 1         
 
В комірках табл. 1 наведено кількість аварій на 

ланках мереж водопостачання, що належать визначе-
ним коміркам регулярної сітки розбиття. 

Вибір напряму координатних осей інформації 
табл. 1 узгоджений із розташуванням Шевченківсько-
го району відносно географічного центру м.Харкова. 

За даними табл. 1 побудовано поверхню ϑ(х,y), яку 
подано на рис. 3. Більш насиченим кольором на рис. 3 
забарвлені комірки з вищою кількістю аварій. 

 

 

Рисунок 3 – Скалярне поле небезпеки за спостере-
женнями 1–10 березня 2018 р. 

 
Розглянемо етапи алгоритму реалізації релакса-

ційного підходу. 
Етап 1 – підготовчий. 
Крок 1.1. Підготовка вхідних даних. Визначення 

елементів кортежу (4) стосовно території Шевченків-
ського району м. Харкова, що розглядається. 

Крок 1.2. Визначення довжини статистичних рядів 
даних щодо характеристик ланок мережі за формулою 

 

0 0( ).= −F FT T T
  

Крок 1.3. Визначення кроку розбиття Н довжини 
TF0, що застосовується у зворотному порядку. При 
цьому покладемо, що початковий рік експлуатації 
ланок мережі, що розглядається – це 1940 р., останній 
рік початку експлуатації – 1989 рік.  

Наприклад, при кроці H=7, відповідно визначено 
7 кластерів: [≤1940–1950], [1951–1957], [1958–1965],  
[1966–1973], [1974–1981], [1982–1989], [1990 – по цей 
час]. 

Крок 1.4. Кластеризація множини ланок мережі G 
за терміном введення в експлуатацію. Як зазначалось, 
кластери Кm, m=1,2, …, M, в загальному випадку є 
геометрично незв’язними множинами. 

На рис. 4 наведений приклад кластеризації мережі 
водопостачання району м. Харкова, де елементи клас-
терів мережі водопостачання виділені різними града-
ціями сірого. 

 

 
Рисунок 4 – Кластеризація передавальних мереж 

 
Крок 1.5. Перевірка гіпотези щодо розподілу Пуа-

ссона числа k випадкових відмов протягом періоду t 
на кластерах Кm вигляду (6). 

Критерієм справедливості гіпотези про розподіл 
Пуассона моментів настання ТНС на мережах водо-
постачання на кластерах gj, j=1,2,…,J, є виконання 
умов 

 
 Е{Х}=λj, D{X}=λj.   (12) 

 
Елементи n

mk  певного кластеру 

Km = { 1 , ...,mk ,...,n
mk mN

mk } у подальшому вважаються 
джерелами (генераторами) аварій, що характеризу-
ються однаковими значеннями величини Z(v, τ): Zm.  

Згідно Наказу [17] подія, яка може трапитись на 
мережах водопостачання в разі дій несприятливих 
чинників техногенного походження, буде кваліфіку-
ватись як надзвичайна ситуація, якщо припинено во-
допостачання більше 30% розрахункового обсягу во-
допостачання населеного пункту (міста) через аварії 

72



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 1 

 
 

© Новожилова М. В., Андронов В. А., Мележик Р. С., 2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-1-7 

на об’єктах водопостачання або пошкодження мереж 
водопостачання. 

Містом в Україні вважається населений пункт з 
населенням більше 10000 осіб. 

Пропозиція 2. Виходячи з того, що населення Ше-
вченківського району складає 15 відсотків населення 
м. Харкова, тобто приблизно 230000 людей, будемо 
вважати що аварії на ділянках мережі водопостачання 
з діаметром труби I-го класу − від 1000 до 1200 мм, 
тобто на магістральних водогонах, що тривають 2 або 
більше діб, задовольняють умови визначення надзви-
чайної ситуації. 

Узагальнена інформація щодо характеристик роз-
поділів та емпіричних значень параметрів λ (інтенси-
вність настання аварій у місяць) наведена в табл. 3.  

Зауваження 3. Відмітимо, що в Табл. 3 враховані 
всі аварії на мережах водопостачання, в тому числі ті, 
що не можуть бути класифіковані як надзвичайні си-
туації, наприклад, коли тривалість аварії менше 18 
годин. 

Аналіз наявної статистичної інформації надає мо-
жливість зробити висновок, що аварії на мережах во-
допостачання з тривалістю локалізації та ліквідації 
аварії більше за 18 годин складають приблизно 11–
15% (10–21 аварій в місяць, 0–4 аварії в день) від за-
гальної кількості аварій за всіма кластерами. 

 
Таблиця 3 – Характеристики розподілів та емпіричних  

значень параметрів λ 
Кластери Характеристики 

статистичного 
ряду I II III … VI VII 

Усього значень 988 950 862 …. 293 249 
Середнє  

(за місяць) 27,44 26,39 23,94 … 8,14 6,91 

Дисперсія 
(місяць) 25,11 29,21 21,43 … 9,55 7,22 

λm 27,44 26,39 23,94 … 8,14 6,91 

 
Однак статистичний ряд моментів настання таких 

аварій теж добре апроксимується розподілом Пуассо-
на. 

Етап 2 – основний. Побудова та запуск програмно-
го симулятору, тобто генерація певної кількості ви-
пробувань. Реалізація складових процесу імітаційного 
моделювання просторово-часового ряду проводиться 
в рамках парадигми дискретно-подієвого моделюван-
ня протягом деякого періоду модельного часу як іте-
раційний процес, на кожній ітерації якого визначаєть-
ся функція Z. 

Крок 2.1. Визначення ймовірностей настання події 
(аварії, надзвичайної ситуації) mA   на кластері Кm у 
одиницю часу та, відповідно, ненастання події  mA  на 
кластері Кm із урахуванням Зауваження 1.  

Крок 2.2. Завдання повної дискретної множини 
Q = {qθ}, θ=1,2,…, Θ  несумісних подій вигляду (10), 
та для кожного елементу множини Q визначення ймо-

вірності pθ реалізації відповідної складної події qθ, 
qθ∈Q, θ=1,2,…, Θ .  

Фрагмент визначення необхідних ймовірностей на 
просторово-часовому ряді параметрів аварій, що роз-
глядається, з тривалістю локалізації та ліквідації бі-
льше однієї доби наведений в табл. 4.  

 
Таблиця 4 – Розподіл ймовірностей настання аварій з 

тривалістю локалізації та ліквідації більше однієї доби 
Ймовірність настання події 

К
ла
ст
ер

 

λ 
(д
об
а)

 Максимально 
можлива 
кількість 
подій 

Жодної 
події –  

Am0 

Одна 
подія 
– Am1 

Дві  
події 
– Am2 

Три  
події – 

Am3 

I 0,68 3 0,512 0,343  0,115 0,026 
II 0,51 3 0,601 0,306 0,078 0,013 
III 0,47 3 0,625 0,294 0,069 0,011 
… … … … … … … 

 

Крок 2.3. Визначення індексу θ події qθ з множини 
(9), що реалізується на даній ітерації, за допомогою 
генерації рівномірно розподіленого на [0, 1] випадко-
вого числа ξ  і перевірки умови (11). 

Крок 2.4. Визначення часу локалізації та ліквідації 
аварії, котрий можна інтерпретувати як час обслуго-
вування Ψj аварійного елемента gj.  

Дослідження вихідного просторово-часового ряду 
аварій за даними офіційного сайту комунального під-
приємства «Харківводоканал» показало, що час Ψj 
задовольняє нормальному розподілу з заданим серед-
нім μ та стандартним відхиленням σ: 

 
2ln

21( )
2

−μ⎛ ⎞−⎜ ⎟σ⎝ ⎠=
σ π

t

f t e
t

, t ≥ 0,  (13) 

 

де параметри μ та σ, що визначаються на кластері Кm, 
є функціями від рівня Zm збитків. 

Крок 2.5. Визначення загального обсягу збитків в 
даному випробуванні за умови нормування за часом. 

Крок 2.6. Заключний. Визначення середніх (сума-
рних) характеристик експерименту 

В якості середньої (сумарної) характеристики екс-
перименту можна вважати інтенсивність λ. 

Зауваження 4. Із теорії ймовірності [16] відомо, що 
якщо число моментів настання подій за певний про-
міжок часу задовольняє розподіл Пуассона, то розпо-
діл інтервалів часу між послідовними надходженнями 
подій відповідає експоненціальному розподілу.  

Якщо mλ  –  є інтенсивність появи подій в розпо-
ділі Пуассона, то розподіл часу t між послідовними 
надходженнями заявок визначається щільністю ймо-
вірності  

( ) .−λ= λ mt
mf t e    (14) 

 
Таким чином уможливлюється моделювання на-

стання моментів ТНС на часовій осі на певних клас-
терах. 
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Отже, вихідними даними для моделювання є та-
кі:  

– масив ймовірностей настання події 
mA  на клас-

тері Кm у одиницю часу 1( ) ( ) ,−λ= λ mt
mP t t e  та, від-

повідно, ймовірностей (
11 ( )− P t ) події mA  ненас-

тання ТНС на кластері Кm; 
– параметри μ та σ нормального розподілу часу 

обслуговування Ψj.  
Для запуску симулятору (кроки 2.2. – 2.4 реалі-

зації релаксаційного підходу) задаються: 
– рік прогнозування, що впливає на розподіл ла-

нок інженерних мереж території, що розглядається, 
за кластерами; 

– одиниця часу моделювання; 
– точка відліку на часовій осі; 
– горизонт планування. 
Реалізацію запропонованого алгоритму в рамках 

інформаційної підсистеми, функціональну модель 
якої наведено на рис. 1, проведено із застосуванням 
cистеми Scilab (версія 6.1.0 від 25.02.2020) – кросп-
латформеної системи комп’ютерної алгебри.  

 
5 РЕЗУЛЬТАТИ 

При проведенні комп’ютерних експериментів 
щодо прогнозування параметрів просторово-
часових статистичних рядів за наведеними методи-
ками визначені наступні особливості застосування 
проекційного, інтегрального та релаксаційного ме-
тодів. Перші два методи застосовуються при необ-
хідності ідентифікації  просторових параметрів 
елементів ряду на горизонті планування, тоді як 
релаксаційний метод дозволяє абстрагуватися від 
безпосереднього обчислення просторових парамет-
рів і розширити при цьому горизонт планування.  

Аналіз ряду інтенсивності λm  аварій тривалістю 
ліквідації більше за  добу по кластерах  Кm з прове-
дений з використанням тесту Дікі-Фулера. Рівнян-
ня відповідного авторегресійного процесу має ви-
гляд: 

 
λm=α0m + α1m λm, 

 
де α0m ∈ (0,01…0,019), α1m ∈(1…1,1), що підтвер-
джує властивість нестаціонарності ряду. 

Результати моделювання та побудови прогнозу 
значень λm по кластерах Кm наведені на рис. 6. 

Базові значення λm − нижня лінія графіку. Вищі 
лінії – значення λm на період та на два періоди за 
кроком розбиття Н вперед відповідно. 

 
Рисунок 5 – Графічне подання результатів моделювання 
 
Проведені чисельні експерименти за наведеними  

методиками з історичними рядами даних щодо мереж 
водопостачання та водовідведення м. Харкова, класи-
фікованими за характеристикою величини оцінки 
збитків (аварія – надзвичайна ситуація) показали схо-
жість динаміки цих рядів.  
 

6 ОБГОВОРЕННЯ 
Проведені етапи комп’ютерного моделювання па-

раметрів просторово-часового ряду за даними щодо  
мереж водопостачання та водовідведення м. Харкова 
підтверджують базові припущення моделі щодо хара-
ктеристик моментів надходження відмов обладнання 
(настання подій), які  є дискретною випадковою вели-
чиною; наявність поступових та систематичних від-
мов обладнання; просторово-часову розподіленість 
випадкового потоку подій; необхідність урахування 
кількох джерел настання подій, що в цілому порушує 
вимогу ординарності процесу. В даній моделі за ре-
зультатами аналізу наявних історичних даних визна-
чено верхню межу кількості аварій, що відбуваються 
одночасно – три аварії. 

Розроблене програмне забезпечення методики 
прогнозування параметрів можливої аварії на прикла-
ді множини даних шодо мереж водопостачання та 
водовідведення, м. Харкова дає можливість її безпо-
середнього застосування для інших типів систем жит-
тєзабезпечення мегаполісу. 

 
ВИСНОВКИ 

1. В роботі вирішена актуальна задача з розробки 
методик побудови аналітичної ймовірнісної моделі 
просторово-часового ряду із нестаціонарною часовою 
складовою на основі формалізації просторово-
часового випадкового поля. 

2. Розроблено функціональну модель та програмну 
реалізацію інформаційної аналітичної системи, що 
реалізує дані методики. 
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3. Визначено працездатність, особливості та межі 
застосування розроблених методик для опрацювання 
статистичної інформації при дослідженні інженерної 
інфраструктури міст. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає 
в тому, що отримали подальший розвиток методи  
прогнозування параметрів просторово-часових рядів з 
урахуванням властивості нестаціонарності розподілу 
часової складової.  

Практичне значення отриманих результатів по-
лягає в побудові алгоритмічної та програмної реаліза-
ції імітаційної моделі, що розглядається, як середо-
вища комп’ютерного моделювання зниження масшта-
бів та пом’якшення наслідків впливу небезпечних 
факторів аварій та надзвичайних ситуацій та інженер-
ній інфраструктурі міста. 

Подібна формалізація закладає теоретичну базу 
побудови методичного й інформаційного забезпечен-
ня прогнозування ризику зниження рівня техногенної 
безпеки мегаполіса як засобу оптимізації відповідних 
управлінських рішень. 
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AННОТАЦИЯ 
Актуальность. Актуальность работы заключается в создании методов анализа и обработки пространственно-временной 

информации, а именно рядов данных, распределенных как в пространстве, так и во времени, и построении на этой основе 
компьютерной вероятностной модели процесса прогнозирования возникновения и развития чрезвычайных ситуаций техно-
генного характера на инженерной инфраструктуре города. Пространственно-временной характер рядов данных определяет 
дополнительные требования к процедурам идентификации математической модели ряда, и в статье предлагается ряд подхо-
дов к к ее структурной и параметрической идентификации. 

Цель. Создание, методическая и программная реализация компьютерной модели пространственно-временного ряда, ко-
торый будет использоваться для прогнозирования будущих значений локаций и времени возникновения чрезвычайных си-
туаций на инженерной инфраструктуре мегаполиса и повышения эффективности принятия управленческих решений. 

Метод. Разработан проекционный подход, предусматривающий независимое определение случайных пространственных 
параметров аварийных звеньев инженерной инфраструктуры как последовательности двух одномерных равномерных рас-
пределений и определения временного распределения моментов возникновения аварий как нестационарного распределения 
Пуассона. Предложен интегральный подход, включающий построение точек генераторов, мощность которых (характери-
стика сложности аварии) определяется на основе реализации подхода сравнительной статики с так называемым накопи-
тельным эффектом в пределах определенного времени. Построен релаксационный подход к определению параметров моде-
ли исходного пространственно-временного ряда, основанный на кластеризации пространственной составляющей в соответ-
ствии с временной характеристикой.  

Проведена формализация пространственно-временного поля, построены процедуры информационного обеспечения 
процесса прогнозирования параметров возможной чрезвычайной ситуации, выполнена типизация исходных данных для 
проведения численных экспериментов на примере сети водоснабжения и водоотведения коммунального предприятия «Ха-
рьковводоканпл», г. Харьков. 

Результаты. Предложена дуальная методология определения параметров имитационной модели пространственно-
временного ряда, содержащая как проекционный так и интегральный подходы, а также комбинированная методика − релак-
сационный подход. Проведены численные эксперименты на основе построенной модели, которая является теоретической 
основой для осуществления и построения прогноза с использованием большого объема исторических данных. 

Выводы. В работе получил дальнейшее развитие метод прогнозирования параметров пространственно-временных ря-
дов с учетом свойства нестационарности распределения временной составляющей. Применение предложенных инструмен-
тальных средств компьютерного моделирования позволяет повысить точность прогноза локации, времени наступления и 
тяжести возможной аварии на инженерной инфраструктуре мегаполиса. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: пространственно-временные ряды, нестационарное распределение Пуассона, имитационная 
модель, инженерная инфраструктура. 
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ABSTRACT 
Context. The urgency of the research is to develop methods for analyzing and processing space-time information, namely the set 

of data distributed both in space and time and creating on this basis a computer probabilistic model of the process of predicting man-
made emergencies on city engineering infrastructure. The spatio-temporal nature of data series causes  additional requirements for 
the identification procedures of the mathematical model of a series, therefore, the number of approaches identifying its structure and 
construction of a series model has been proposed. 

Objective is methodical and software implementation of a computer model of the space-time series being intended to predict the 
future values of locations and times of man-made emergencies on the engineering infrastructure of the metropolis and increase deci-
sion-making efficiency. 

Method. A projection approach providing independent determination of random spatial parameters defining location of emer-
gency units on engineering infrastructure as a sequence of two one-dimensional uniform distributions and describing time distribu-
tion of moments of accidents as non-stationary Poisson distribution has been developed. Proposed is an integrated approach which 
includes the construction of generator points, the power of which (characteristic of the accident complexity) based on the implemen-
tation of the comparative statics approach with so-called cumulative effect within a certain time. A relaxation approach based on the 
reduction of a two-dimensional simulation model of determining the city of possible emergency location to a set of independent one-
dimensional non-stationary (including stationary) distributions to generate the time of occurrence has been constructed. Formaliza-
tion of the space-time field, procedures of information support of the process of forecasting the parameters of a possible emergency, 
typification of initial data for numerical experiments on the implementation of methods for forecasting the parameters of a possible 
emergency on the example of water supply and sewerage network of utility company Kharkivvodokal, city Kharkiv have been devel-
oped. 

Results. A dual methodology to determine the simulation model parameters of the space-time series, which contains both projec-
tion and integral approaches, as well as a combined method − relaxation approach, have been proposed. Numerical experiments 
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based on the constructed model were performed. The model being considered is the theoretical basis to construct the forecast using a 
large amount of historical data. 

Conclusions. The method to predict the parameters of space-time series considering the nonstationarity property of the time 
component distribution has been further developed. Using the proposed computer simulation tools allows to increase the accuracy of 
the forecast of the location, time of occurrence and severity of a possible accident on the engineering infrastructure of the metropolis. 

KEYWORDS: space-time series, nonstationary Poisson distribution, simulation model, engineering infrastructurе. 
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ABSTRACT 

Context. In modern conditions occur abrupt changes in ecosystems. The species composition of Caspian Sea is changing rapidly. 
The dynamics of populations acquires an extreme character with the development of rapid invasions. The mathematical description 
of scale transformations requires new modeling methods. Complicated population regimes of changes have features of the threshold 
phenomenon in process of its development. 

Objective. We set the goal of computational modeling of practically important scenarios – groups of situations that relate to 
extreme and transitional dynamics of ecosystems, like outbreaks at the onset of dangerous invasions. We are developing a method 
that, on the basis of the survival model of generations, will conduct a description of sudden transitions to rapid but limited outbreak 
of numbers or, on contrary, a collapse of stocks like Atlantic cod in 1992 or Peruan anchovy Engraulis ringens in 1985. The purpose 
of our modeling is to improve the accuracy of forecasts of the population size when experts are estimates a rational strategy for the 
exploitation of biological resources. 

Method. Situations of abrupt but short-term changes in population processes cannot be calculated by traditional mathematical 
models and expressed in terms of asymptotic dynamics – closed limit trajectory sets. The basis of the idea of the method proposed by 
us is the formalization of nonlinear efficiency of reproduction, which changes in a threshold manner only in strictly defined 
environmental conditions. We use continuous-discrete time in the model for early ontognosis of the cod fish and insect pests. The 
method with triggers allows us to take into account in simulation experiments logic and motivation of making decisions by experts, 
people who manage the strategy of exploiting biological resources. Models assess variability for development of situations 

Results. We have implemented new method of bounded trigger functionals into hybrid system of the equations, that acting in 
selected specific states of biosystems. Analysis of new model scenarios with modifications of functionals in the basic hybrid system 
for extreme situations in fish and insect pests is carried out.  

Conclusions. We consider the method to be universal, since selection of the functional can be adapted to a wide class of models 
using differential equations on a fixed interval. 

KEYWORDS: mathematical biology, modeling of threshold effects, hybrid models, trigger functional method, population 
outbreaks of insect, collapse of peruan anchovy. 

 
ABBREVIATIONS 

ODU is an allowable catch quota. 
 

NOMENCLATURE 
N(t) is а current size of one generation of a population; 
w(t) is indicator for size development of individuals; 
α , β  are juvenile mortality rates; 
μ  is a food supply parameter for generation; 
M is a maximum food abundance; 
rμ  is a reproduction rate of food organisms; 
δ  is a correction factor for the rate of development; 
λ  is a fertility of individuals average over the popula-

tion; 
S is an amount of Atlantic cod parent fish stock; 
R is a size of the final replenishment; 

_ , _R Lτ τ  are a time gaps of the hybrid model time 
set of continuous intervals; 

,η τ  are parameters of time delay in equations; 
[0, ]t T∈  is time interval of juvenile ontogenesis of 

the northern cod or an insect pest; 
tm  is an intra-frame time threshold; 

[0,1)q∈  is fraction of fishing removal rate from a 
fish stock; 

,μ ϑ  are metabolism indicators in the Bertalanffy 
model; 

2с  is a resource exhaustion parameter; 
σ is a scaling indicator for trigger functional Ψ ; 
l is a scaling indicator for trigger functional Ξ ; 
Ψ is a trigger functional of the threshold effect of ag-

gregated group of the Atlantic cod fish; 
Q[n] is a variable control function; 
Λ is a disconnected set of intervals; 
SΨ is a Schwarzian derivative; 
K is a carried capacity of ecological area; 
Ξ  is a trigger functional of depletion effect of an in-

sect forest pests. 
 

INTRODUCTION 
Various biological objects can exhibit identical quali-

tative dynamics [1]. Such dynamics can be complex. It 
refers to the transitional regimes of the existence of bio-
systems. In many ways, this problem is similar to the 
analysis of electrical circuits with inductive elements, but 
only when suddenly one element of the circuit breaks 
down and begins to behave unpredictably. In the same 
way, at first glance, biosystems also fall into the modes of 
functioning prohibited by the principles of their regula-
tion. A good example is the body's confrontation with an 
infection that is fatal. The immune system is too compli-
cated and most importantly it is individual to build its 
mathematical models, but then we will look in detail at 
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some qualitatively similar examples. It is interesting to 
compare and summarize mathematically the forms of 
manifestation of self-regulation in the dynamics of proc-
esses for such different studied biological objects as sea 
fish (Atlantic northern cod or sturgeon in Volga River) 
and insects, which affect forests in Australia and Canada. 
In a previous paper [2], we built a hybrid model for a spe-
cial situation of degradation of sturgeon in the Caspian 
Sea. We received a change of stationary and two different 
chaotic modes of behavior. According to statistics [3], it 
turned out that the reproduction of three close species of 
sturgeon is expressed by completely different functional 
dependencies on the graphs. It is difficult to explain in 
ecology, but different species have a common population 
dynamics, like cod and anchovy populations. On contrary, 
they have no similarity of changes in numbers to the stel-
late and russian sturgeon fish in the Caspian Sea, which 
being similar in evolution. 

The object of study is the methodology for construct-
ing computational model scenarios of the process on sepa-
rate time frames. In the logical functions of the simulation 
experiments of the hybrid model we will include the 
properties of nonsteady biological processes, which in-
clude the action of rapid threshold phenomena and the 
non-regular, aperiodic changes in population characteris-
tics. The method of constructing the variable structure of 
the model will allow us to consider complex processes 
with specific examples of collapse and pest outbreaks.  

The subject of study is the algorithmic implementa-
tion for computational modeling, which allow calculating 
a moment of occurrence of the most important phenom-
ena of collapse of fish stocks and determine the duration 
of pest invasion in the model of insect outbreak scenarios. 

The purpose of the work is to improve the accuracy 
of predicting the state of fish populations for calculating 
the rational distribution of the fishing quota during the 
exploitation of biological resources. Flexible regulation of 
the fishing quota based on the comparison of model sce-
narios will avoid degradation of valuable fish populations. 
We will show that all three biology nonlinear effects can 
be computationally simulated in one way – including the 
trigger functional of limited scope. It is important that 
types of such trigger functional and its area of its effect 
naturally differ in real the examples in biology simulation 
problems.  

 
1 PROBLEM STATEMENT 

The overall goal of our ongoing work is to expand the 
methodological arsenal of mathematical biology. The 
focus of our current research is a comparative modeling 
of the common properties of the specific development of 
the special nature of environmental processes. Here we 
include the transition to outbreaks of numbers that have 
threshold effects. For a variety of situations of ecological 
confrontation between species that have reliably statisti-
cally determined threshold effects, an effective solution is 
to propose a general method for modifying the population 
model of the generation of successive generations. By the 

term “threshold effect” we mean a sharp change in a effi-
ciency of reproduction or a rapid increase in loss, which is 
disproportionate to the change in the total population size. 
Here we give a simple example, if density of organisms in 
the experiment reaches a critical one, then a massive 
death will occur due to a lack of oxygen. Otherwise, in-
sufficient numbers manifest themselves, as in social in-
sects it leads to poor food availability and low survival of 
offspring, in Caspian sturgeon fishes to loss of eggs at 
spawning grounds in the Volga River.  

As a result of our improvement of methods, the theory 
of optimal bioresources management will be able to simu-
late a scenario capable of detailing the internal mechanics 
of feedback in transient environmental processes. For 
example, the scenario as a result of a slight excess of the 
level of impact is a rapid and unexpected for biologists 
degradation of numerous previously and valuable stocks 
of fish. A classic example is the immediate collapse Ca-
nadian cod fishery during 1992. The solution of an impor-
tant problem will be to show that various actual scenarios 
are common from the point of view of nonlinear dynam-
ics and can be obtained by modifying systems of differen-
tial equations using the method of trigger functionals. The 
method is applicable to analysis of situations in the col-
lapse of bioresources, rapid and unexpected degradation 
of fish stocks, which is not replaced by restoration con-
trary to forecasts and calculations of specialists.  

For the problem of describing situations, we will use 
computational scenarios with functional iterations as 

1 ( ) [ ]n nx x Q n+ = ϕ + , where Q[n] expresses a variable con-
trol function. ϕ must have clear population properties. 
Mathematically, we consider the following properties of 
such iterative model for nonlinear effects to be an actual: 

 
1. * *

0 1 1 0, : lim ( ) .nx x x x x x→∞∃ < > ϕ =  
2. *

0 1 0: lim ( ) .nx x x x→∞∀ > ϕ =  
3. *

0 1 0: lim ( ) , inf .ny x y x→∞∃ < ϕ ∈Λ Λ <  
4. 0 2 0: lim ( ) 0.nx x x→∞∀ < ϕ =  

5. max 1 min 2 max min( ) , ( ) , .x x x x x xϕ > ϕ > <  
 
This means that the function ϕ must have at least two 

extremum points.  Set Λ arise as disconnected set of in-
tervals. It is important that the function will have multi-
stability, ability to attract the trajectory of initial point x0 
to different attractors. An important change in the scenar-
ios will be the value that the function takes at the points of 
its extrema. Equilibrium states in the iteration model can 
appear and disappear. We do not fix the number of equi-
librium positions, its value ranges from 2 to 4 points. 

 
2 REVIEW OF THE LITERATURE 

Modeling of ecological processes based on the formal-
ism of hybrid computing structures is noted as promising, 
but there is not very much work in this area. A number of 
studies were carried out with predicatively redefinable 
parameters in models based on automata with transitions 
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developed for a number of tasks to account for direct an-
thropogenic interference [4]. Interesting works were car-
ried out on the analysis of changes in Lake Chao in China 
with eutrophication, with a sharp increase in the runoff of 
nutrients [5]. Specialists in the problems of hydrophysics 
modeled changes in the composition of the fish popula-
tion of Lake Sevan with a sharp decrease in level of the 
lake [6]. Ecodynamic models must assess variability for 
the development of a situation in a changing environment. 
Biological justification for application of the numerical 
solution of a continuous model on time interval in a form 
of an evolution operator in discrete iterations is based on 
the Ricker theory of replenishment formation in fish 
stocks from, which he developed to analyze the manage-
ment of the pink salmon fishery in British Columbia in 
[7]. The theory has several modern variants and modifica-
tions [8] with different functions [9]. Their difference is in 
the occurrence of nonlinear effects in the dynamics of 
iterations. These bifurcations are obtained for different 
models of the opposite interpretation. The parameters in 
the ecodynamics models are interpreted in completely 
different ways, but their increase causes the same rear-
rangements of the phase portrait and bifurcations of at-
tractors. The “Feigenbaum cascade” is an example of the 
versatility of behavior, the phenomenon, against their 
will, many authors observe when calculating models of 
the dynamics of bioresources [10]. The computational 
structure of replenishment models was previously suc-
cessfully applied only to stocks in a stable state, not in 
extreme conditions. We need to expand the model for a 
situation of drastic change, and consider examples of con-
tradictions for two functions. For the famous Ricker func-
tion ( ) bxx axe−ψ = we have properties of older derivatives: 
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Where Schwarzian derivative SΨ always less than 

zero. For the alternative Shepherd function 

( )( ) 1 / bf x ax x K= +  by analogous procedures, we ob-
tain the following relations of the bifurcation parameters 
of the derivative at the stationary points of all iterations 

* *: ( ) ( )nn f x f x∀ = : 
 

* *

*
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( ) 1,  

( ) ( ) ( ) ( )
, .
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b b b b
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For b <1 there are no critical points, for b=2 the repro-

ductive function of the stock and recruitment has a critical 

point x=K, but K is the carried capacity of ecological 
area. Thus, the parameters a and b have the opposite in-
terpretation and the behavior of the models cannot be rec-
onciled. We need to develop a fluctuation model for fish 
stocks without a cycle period doubling cascade. Com-
pared to previously known models, our new development 
will be able to generate brief chaos modes. Such regimes 
of chaos are very limited in time and can be detected on 
the basis of observational data on state of the population. 
Some modern researchers, when constructing models of 
aquatic biosystems, deliberately construct discrete equa-
tions without the possibility of any chaotic regime. The 
appearance of the chaos regime is unpredictable and re-
duces the possibilities for interpreting the simulation re-
sults. Many phenomena in modeling are not explainable. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

To build a computational model of populations with 
clearly defined stages in the development of individuals, 
we use the structure of time with a discrete and continu-
ous component of time. We decided to build a method for 
analyzing nonlinear processes on the basis of a mathe-
matical description of the survival of generations of popu-
lations in early ontogenesis. The approach can be im-
proved in several ways. To the changing conditions and 
factors in ecological and physiological development of 
species, our computational models are logical to form, in 
an algorithmic form, logical-event structures and to con-
sider them as scenarios. The first idea of our method is 
that the new model of a population process is formed on 
the basis of a dynamically redefined system. In ecology 
problems about fish and insects, the key biological aspect 
allows us to consider the consequences of changes in their 
life cycle as a factor of nonlinear dynamics. Hybrid time 
is formalized as a multiset of tuples. This time introduces 
an event component to the management of the change in a 
continuous process as a composition of sets: 

 

{ }1_ ,[ , ], _n n n n
n

R t t L−τ τ∪ . 

 
This time with right and left time gaps form with a 

continuous and discrete component is constructed from a 
set of ordered frames of non-fixed length. The second 
idea of the method is to establish events with a set of 
predicates of the first order, with which changes in the 
system or control action are associated.  

The method of organizing continuous-event comput-
ing structures was originally proposed by us to explain the 
problem of low efficiency of artificial reproduction of 
sturgeon in the Caspian Sea. Such a low effect of the re-
lease of fry to the Caspian Sea could not be explained by 
ichthyologists. To build a model of phased ontogenesis, 
we propose a predicatively redefinable computational 
structure with three successive modes of change in the 
generation state. We write the new formula of general 
model with generalized three stages of development of 
ontogenesis in the interval (without trigger functional), 
but with inclusion of delay: 
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1

2

3

( ( ) ( ) ) ( ),
( ) / ( ) ( ), , ( )
( ) ( ) ( ), .w

w t N t N t t
dN N t w N t t w t w
dt

w t N t N t t t T

− α +β < τ⎧
⎪= −α τ −β > τ <⎨
⎪−α −η < <⎩

 (1)

 
The system (1) is written by a differential equation 

with a set of possible forms for the right part and addi-
tionally with set of predicates for changing the mode of 
calculations. In hybrid model (1) we differently inter-
preted juvenile mortality rates of fish or insects. The pa-
rameter value w  need as the threshold level of average 
dimensional development for a generation. The form for 
the implementation of the model (1) in the computing 
environment is the hybrid automaton. We construct such 
an automaton with transitions on the basis of a graph with 
oriented arcs – ways of transforming the right-hand side. 
The rebuildings of the right-hand side occur either by 
timing the time (we will call such transitions «timed 
arcs») or predicative transitions (by calculating internal 
model variables) that will be associated with the condi-
tions of other equations in the system. In our method, the 
changes will be between state change modes. It differs 
from transitions between the states themselves, as was 
usual in discrete-event models. The basic hybrid structure 
is solved (1) numerically in conjunction with an auxiliary 
indicator of the dimensional development of a generation. 
The second equation for example of simulation of young 
sturgeon artificial cultivation is written as follows (2) with 
the correction indicator δ  under the square root: 
 

23 ( ( ) ( ) )
dw
dt N t N

μ
=

τ + δ
. (2)

 
The model (2) fixedly reflects the availability of food 

supply, but we can set this indicator by the third equation: 
 

1 ( )d r N t
dt Mμ

μ μ⎛ ⎞= μ − − ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (3)

 
The model (3) with maximum food abundance and 

fixed reproduction rate of food organisms was tested to 
assess the efficiency of rearing sturgeon fry in artificial 
conditions and showed a slowdown in the growth rate of 
individuals with an increase of initial generation N(0). 
The method, which allows us to expand the base model, 
made the idea meaningful for the extreme dynamics of 
many invasive species with high fecundity of females. For 
example, for sudden insect outbreaks with an incomplete 
cycle of transformations, such spices as aphids and psyl-
lids. These insects have no natural defense against ene-
mies. The state and activity of many harmful insects of 
phytophages are regulated by their enemies-parasites. 
Parasites wasps usually attack one of the development 
stages of a pest, most often eggs. The reaction of parasites 
due to presence of clusters of available victims, namely 
the value of N(0). The reaction to the initial number of 
insect eggs will cause this modification for the specific 
survival of insects: 

1( ( ) (0) ) ( ) :dN w t N N t t
dt

= − α +β < τ . 
 (1a)

 
It is important for insect species to calculate numeri-

cally the fluctuations of juvenile survival 
(0) ( ) ( (0))N N NT→ ≡ ϕ . We will obtain a functional 

dependence on the initial (eggs, spawn fish caviar) group 
of individuals (0)N S= λ  in model variation (1a). The 
reaction of their enemies is due to the crowding of the 
victims most accessible to attack. Next, we consider ex-
amples of modifying the model of equations (1), (2) and 
new equation (3) by our method of trigger functionals for 
cases of special situations in dynamics in fish and insects. 
Next, we will review and show a series of computer ex-
periments for hybrid models with trigger effects. 

 
4 EXPERIMENTS 

The method successfully applied to calculate the re-
production of sturgeon in the Caspian Sea, but not only, 
for other fish populations even more relevant. In case of 
small numbers, the role of unfavorable environmental 
factors in reproduction of populations increases many 
times. The spawning efficiency of Acipenser stellatus 
stellate sturgeon according to data [11], in terms of the 
number of juveniles that roll from the river to the Caspian 
Sea, decreases sharply if the number of spawning fish 
stocks (due to systematic overfishing) becomes less than 
at the threshold. Acipenser stellatus now is dying out. 

A disproportionate reduction in reserves replenish-
ment cannot be foreseen by correlation methods. The 
main novelty of our approach is introduction into the hy-
brid, predicatively redefinable dynamic system of trigger 
functionals with only a limited area of impact, which we 
take from conditions of the ecological problem being 
solved by our new models. 
In our equation (1) of decay for the number of genera-
tions, there are two death rates, directly dependent on 
population density α and independent rate β. The value α 
takes into account the quickest exhaustion of resources, 
necessary for development as number of larvae increases. 
It turned out to be important for assessing the stocks of 
migratory fish, that with a low density of fish producers 
entering the river, it makes sense for us to take into ac-
count loss of their reproduction at the stage 0.t =  The 
effect of loss of reproductive activity of fish is imple-
mented in model with trigger functional [ ]SΨ  with a lim-
ited range of values it takes in this way: 
 

2

2

1, (0) 2,
( ) 1 exp( ),

lim ( )

( ) ( ) [ ] ( ).

S

S S
S

dN w t N t S N t
dt

→∞

Ψ = + −σ
Ψ =Ψ =

= −α −Ψ β

 
(4)

 
In this addition function the new parameter reflects the 

severity of the threshold effect, which acts because of the 
reduced probability of spawning fish pairs in the river. 
The numerical solution of the system (1–3) supplemented 
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by the functional in (4) we use as an operator of the evo-
lution of functional iterations. We investigate the phase 
porters for iterations 1 ( )n n nR R qR+ = ϕ − , where [0,1)q∈  
the proportion of the harvest is taken from the fish stock. 
Now population size is R value. 

We obtained a trajectory with two possible asymptotic 
states, but the regions of attraction of these alternative 
stable states are separated by a fractal repeller. The forma-
tion of a chaotic repeller with a change in the position of 
the extremes of dependence ( )Sϕ λ , generates a different 
type of transitional chaotic motion than in the well-known 
Feigenbaum Cantor-like attractor [12]. 

In our computational experiment scenario of the col-
lapse of commercial stocks develops from two phases. 1) 
A stable population gets only after an increase in com-
mercial withdrawal in the aperiodic mode of fluctuations 
already with a smaller number, but with the illusion of 
recovery. 2) For the situation, if that moratorium was not 
introduced in a timely manner, in 10–12 model seasons 
the second phase of degradation named “collapse” will 
occur decisively (as in computational experiment Fig. 1). 

The resulting computational scenario summarizes 
situation of collapse of the large long-lived fish fishery. 
For the mathematical implementation of such a collapse 
scenario of two phases, we propose to organize two 
nonlinear effects in the dynamics of iterations. The first is 
the inverse tangent bifurcation with a reduction of attract-
ing equilibrium state. The second is the boundary crisis of 
the interval attractor, which is formed after reduction of a 
stable point. 

We used examples of the instantaneous collapse of 
Canadian cod stocks near Labrador in 1992 and extended 
depletion of 2000 in sturgeon fishes of the Caspian Sea. 

The collapse of Atlantic cod was caused by predictions 
about the too-good state of these bioresources, the main 
thing is an overestimation of the reserves of cod, which 
were calculated by cohort models. Before the critical 
threshold, efficiency of reproduction of the population 
according to our model is quite high, it introduces decep-
tive expectations. A moratorium on catching cod was in-
troduced with expectation of virtual “reserve” generations 
entering reproductive age. Theoretically, there should be 
4–5 generations not covered by the fishery. But their 
abundant generations, to all surprise, were not in the net-
works. Otherwise, the cod fishing would recover after 7 
years. Restoration of the Canada’s Northern cod subpopu-
lation of the Atlantic cod occurs gradually due to influx of 
individuals from the southern ocean regions [13]. 

Methods for assessing stocks of sturgeon and cod sig-
nificantly overestimated their actual number of fish. The 
official catch of cod stopped too late. For the Caspian Sea 
sturgeons phase of pseudo-stabilization of the stock has 
been stretched for 15 years, from 1977–1992, but the 
phase of a sharp fall in the catch is similar to the collapse 
of cod in Canada. The fall in stocks and collapse of short-
cycle fish also proceeds in two stages in a similar way. In 
Fig. 2 from [14] we have seen real dynamics of the catch 
of anchovy fish off the coast of Peru, which collapsed in 
1982. The phases before collapse are similar to the previ-
ously mentioned examples. Obviously the difference – 
anchovy recovery is more efficient than Canada’s cod 
multi-age stock. Population outbreaks are typical for 
small, numerous rapidly maturing fish species. Cod ma-
tures for a long time, sturgeon fish for a very   long   time.  

 

 
 

 
Figure 1 – Model scenario of dynamics of fish stocks collapse with two stages of degradation process 

 
Figure 2 – Dynamics of collapse and recovery of the population anchovy Engraulis ringens fish in Peru 
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To recover from small groups they need to go into short-
cycle forms. The cod of Canada has not recovered in a 
quarter of a century since 1992, the cod will require an-
other quarter of a century to form the former reserves 
[15]. The abundance of sturgeon fish will never recover in 
the Caspian Sea. Artificial reproduction of fish did not 
show the efficiency expected from this technology, and 
the natural ways of spawning fish were destroyed by 
dams. Artificial reproduction of stellate sturgeon was a 
failure action in its effectiveness. 

The commonality of the phases of the dynamics of 
such different stocks under extreme pressure pressure 
looks like a real biological nonsense. After all, the spawn-
ing stock of large predatory fish of cod consists of a 
whole series of generations. Anchovy is more likely to 
undergo rapid collapse as in Fig. 2 by the dynamics of 
total catch. Anchovy type recovery scenario will require 
explicit introduction of probability into the model. The 
recovery of the anchovy population in Peru after a long 
time of collapse was like a rapid outbreak of breeding. 
The dynamics of a small group outbreak scenario requires 
an addition to the computational structure. 

We need to include the probabilistic model component 
exactly in the form of a trigger functional Ψ, conducting 
numerical experiments with a random new variable 
among the parameters of the functional. For the practice 
of fishing, this means that when the population goes into 
sporadic states. An observer has no mechanisms for cal-
culating stock size. There are no reliable ways to predict 
the optimal seizure rate, based on the statistical process-
ing of controversial data on fish capture. 

Pest outbreaks are a global problem for mathematical 
biology. Outbreaks of different insects differ in the phases 
of launch, the transition to the so-called eruptive dynam-
ics, exit at its peak and the stage of completion of a dan-
gerous phenomenon. Insect outbreaks are a pronounced 
transitional and short mode. 

One of the most common scenarios for outbreak tran-
sition is a threshold one. We represent this threshold 
mathematically as an unstable equilibrium in iterations of 
a complex functional dependence. It would seem that in 
this task may be difficult? The root of the problem is that 
the threshold must be overcome spontaneously, which 

means without external influence. This must be a rare 
occurrence. A pest outbreak cannot occur even every 
year, otherwise there will be no forest at all. The chaotic 
repeller due to the locally disconnected boundary of the 
regions of attraction of alternative attractors remarkably 
solves this mathematical problem of modeling. 

In the model proposed above with a functional (4), 
there is one solution, when a spontaneous overcoming of 
unstable equilibrium starts a pest outbreak with access to 
a stable equilibrium of a large population. However, this 
is how we solve only the first part of the problem of mod-
eling an insect outbreak. Such phenomena will soon end 
and just quickly. 

The ecosystem will not sustain such a state for a long 
time. The forest pest population will destroy the resources 
it needs. We need to describe the spontaneous termination 
of an insect outbreak. For this purpose, we otherwise 
modify the model (1) with our universal method of func-
tionals in such form: 
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2 2
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Ξ τ = + Ξ τ = +

+

−α Ξ τ τ −β > τ

e
e , (5)

 
We estimate 2 1с >  to characterize the swiftness of re-

source exhaustion.  In (5) we vary the level of numbers at 
which the effect will noticeably manifest. We will imple-
ment the trigger functionality for the development stage 
number II. We describe a spontaneous, unpredictable 
transition from transitional chaotic dynamics to a stable 
equilibrium in a computational experiment. The results of 
the study of the model scenario constitute the phase of 
eruptive development of outbreak in fig. 3. Equilibrium 
with large numbers may seem stable for a long time. 
However, in the new model scenario, any equilibrium will 
disappear due to the functional Ξ. 

In the model scenario within (5) we obtained an out-
break of insects is a rare single event. We have obtained a 
computational structure, which is correctly called a dy-
namic system with a redetermined evolution operator. 

 

 
Figure 3 – Modeling the passage of phases of a single outbreak of insect pest population 
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6 RESULTS 
The main result lies in our method of constructing of 

hybrid models for threshold phenomenon in biosystems. 
We abandoned the method of a single parametric function 
for iterations. For dynamics of the model with repeated 
activity of the pest, we observe a sensitive dependence on 
the initial conditions. It is characteristic of all chaotic 
modes and expressed here in the spontaneous overcoming 
of threshold for outbreak. Similarly, as in our model, psyl-
lid species show peak of activity. These are harmful small 
insects of Psyllidae family with three stages of develop-
ment (an incomplete cycle of transformations) in the 
eucalyptus forests of Australia [15]. Abundance of psyl-
lids pests is controlled by parasitic wasps, which them-
selves are an object of attack for other parasites. The 
model uses only the necessary types of bifurcations to 
complete this outbreak process. 

Thus, insect outbreaks remain unpredictable for fun-
damental mathematical reasons due to changing regimes 
of chaos and stability. The sensitivity of dynamics to ini-
tial conditions is important for first stage of the process. 

 
7 DISCUSSION 

The obtained variant of dynamics of insects is not the 
only possible scenario for completion of an extreme popu-
lation process. A repeated outbreak for a pest is a real 
ecological option. This scenario can also be modeled us-
ing our method. Now replace variable ( )w τ  in the equa-
tion of stage number II: Make the pest outbreak frequent 
and irregular. Modification will quickly return to the 
model the presence of a stationary state with a high num-
ber. So we will describe an early repeated outbreak of a 
pest after transient chaotic oscillations of unpredictable 
duration. The outbreak in such insects will end itself as a 
short burst in a month. Forest management and regulation 
cannot help in this pest control scenario. 

The scenario of a collapse according to our model is a 
natural development of the situation under expert control. 
The degradation process consists of two or three phases. 
The number of phases before collapse depends on the 
average fecundity of the species. Fertility is a more im-
portant factor than the length of the life cycle in the on-
togeny of a given biological species. Stock collapse is 
developing rapidly, collapse cannot be stopped. However, 
we have shown two phenomena that we hear as signs and 
harbingers of a future collapse. Fishing moratoriums for 
one season should be introduced at the first clear signs of 
stock reduction. Regulation using a constant quota does 
not help with prevent of rick of collapse, a variable quota 
likewise does not guarantee optimal control. Only a limit 
on fuel for vessels ships can protect against the rapid 
overfishing of biological resources. The sturgeon fish of 
the Caspian Sea can no longer be saved, but the Atlantic 
cod will restore its abundance near the Canadian cost. We 
have analyzed and compared various data on collapse 
situations of bioresources such as anchovy, stellate stur-
geon, cod, crab and halibut in the Pacific Ocean [16], and 
we were able to find common dynamic characteristics of 

such events. The population always falls into an unstable 
regime of fluctuations in abundance after large catches. 
Forecasts from experts in this case, for reasons not yet 
clear, are always given very favorable for fishing. 

 
CONCLUSIONS 

We have shown on the current environmental prob-
lems that hybrid structures are difficult to use, but flexible 
and variable computational modeling tools. With a help of 
point introduction of trigger functionals, we obtained a 
circumscribing for occurrence of various ecological proc-
esses with abrupt and threshold changes. The method can 
be applied to analysis of transient phenomena and ex-
treme states. The analysis of such different situations as 
rapid collapse of commercial stocks of large and even 
some small fish, an outbreak of insect pests, intermittent 
growth rates in ontogenesis will be relevant. Using predi-
cates, we will be able to embed the logic of expert deci-
sions into the hybrid model. The method has many direc-
tions for its application. For example, it is interesting to 
replace the well-known Bertalanffy equation with a hy-
brid structure, but this will be discussed in the next article. 
The stochastic component remains an important factor in 
modeling at the minimum population size [16].  

The scientific novelty of obtained results is that the 
method of trigger functional can act purposefully, causing 
only the necessary changes in the phase portrait and bi-
furcation of attractors. Using the predominant method, we 
can change the boundaries of the regions of attachment of 
attractors. The new hybrid automata with transitions and 
initialization functions are able to realize more clearly and 
justified than in the works [17–19]. The approach will 
allow interaction of several hybrid automata for simula-
tion anabolism and catabolism of different organisms. 

The practical significance of obtained results is that 
we have reached a computational description of the stages 
of such a complex process as the collapse of bio-resources 
using the example of anchovy fish in Peru. We compared 
this collapse with the previously studied problem of the 
rapid extinction of sturgeon fishes in the Caspian Sea. 

Prospects for further research are to study the proc-
ess of extreme pulsating outbreak of leaf-worm butterfly 
of a dangerous pest in the forests of Canada. 
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AНОТАЦІЯ 

Актуальність. В сучасних умовах відбуваються різкі зміни в екосистемах. Стрімко змінюється видовий склад біоцено-
зів. Динаміка популяцій набуває екстремальний характер при розвитку стрімких інвазій. Для математичного опису масшта-
бних трансформацій потрібні нові методи моделювання. Складні популяційні режими змін мають ряд особливостей порого-
вого розвитку. Нами розвивається методика гібридних обчислень для опису нелінійних ефектів в екодінамікі. 

Мета роботи. Ми ставимо завдання обчислювального моделювання практично важливих сценаріїв – групи ситуацій, які 
відносяться до екстремальної та перехідною динаміці екосистем, як спалахів при початку небезпечних інвазій. Розвиваємо 
спосіб, який буде на основі моделі виживання поколінь проводити опис раптових переходів до стрімкої, але обмеженою 
спалаху чисельності. Аналогічно, метод можна застосовувати до аналізу ситуацій колапсу біоресурсів – швидкої і 
несподіваної деградації запасів риб, що не змінюється відновленням всупереч прогнозам і розрахунками фахівців. 

Метод. Ситуації різких, але нетривалих зміни в популяційних процесах неможливо розрахувати традиційними матема-
тичними моделями і висловити термінами асимптотической динаміки – замкнутими граничними множинами траєкторії. В 
основі ідеї пропонованого нами методу формалізація нелінійної ефективності відтворення, яка змінюється пороговим чином 
тільки в суворо визначених умовах середовища, для чого використано безперервно-дискретний час. 

Результати. У гібридній системі рівнянь реалізований метод тригерних функціоналів, що діють в виділених особливих 
станах біосистем. Проводиться аналіз нових модельних сценаріїв з модифікаціями функціоналів в базовій гібридній системі 
для екстремальних ситуацій у риб і комах-шкідників.  

Висновки. Метод ми вважаємо універсальним, так підбір функціонала може бути адаптований до широкого класу моде-
лей, що використовують диференціальні рівняння на фіксованому інтервалі.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: математична біологія, моделювання порогових ефектів, гібридні моделі, метод тригерних функці-
оналів, спалахи чисельності популяцій, колапс перуанського анчоуса.  
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AННОТАЦИЯ 
Актуальность. В современных условиях происходят резкие изменения в экосистемах. Стремительно меняется видовой 

состав биоценозов. Динамика популяций приобретает экстремальный характер при развитии стремительных инвазий. Для 
математического описания масштабных трансформаций требуются новые методы моделирования. Сложные популяционные 
режимы изменений имеют ряд особенностей порогового развития. 

Цель работы. Мы ставим задачу вычислительного моделирования практически важных сценариев – группы ситуаций, 
которые относятся к экстремальной и переходной динамике экосистем, как вспышек при начале опасных инвазий. Развива-
ем способ, который будет на основе модели выживаемости поколений проводить описание внезапных переходов к стреми-
тельной, но ограниченной вспышки численности. Аналогично, метод применим к анализу ситуаций коллапса биоресурсов – 
быстрой и неожиданной деградации запасов рыб, которая не сменяется восстановлением вопреки прогнозам и расчетам 
специалистов. Нами развивается методика гибридных вычислений для описания нелинейных эффектов в экодинамике.  

Метод. Ситуации резких, но непродолжительных изменениях в популяционных процессах невозможно рассчитать тра-
диционными математическими моделями и выразить терминами асимптотической динамики – замкнутыми предельными 
множествами траектории. В основе идеи предлагаемого нами метода формализация нелинейной эффективности воспроиз-
водства, которая меняется пороговым образом только в строго определенных условиях среды, для чего использовано непре-
рывно-дискретное время.  

Результаты. В гибридной системе уравнений реализован метод триггерных функционалов, действующих в выделенных 
особых состояниях биосистем. Проводится анализ новых модельных сценариев с модификациями функционалов в базовой 
гибридной системе для экстремальных ситуаций у рыб и насекомых-вредителей.  

Выводы. Метод мы считаем универсальным, так подбор функционала может быть адаптирован к широкому классу мо-
делей, использующих дифференциальные уравнения на фиксированном интервале.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: математическая биология, моделирование пороговых эффектов, гибридные модели, метод 
триггерных функционалов, вспышки численности популяций, коллапс перуанского анчоуса. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДЕРЖКИ НА ОСНОВЕ СИСТЕМ С 
ГИПЕРЭРЛАНГОВСКИМ И ЭРЛАНГОВСКИМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ 

 
Тарасов В. Н. – д-р техн. наук, профессор, заведующий кафедрой программного обеспечения и управления 

в технических системах Поволжского государственного университета телекоммуникаций и информатики, 
Россия. 

 
АННОТАЦИЯ 

Актуальность. Исследования систем G/G/1 в теории массового обслуживания актуальны в связи с тем, что такие 
системы представляют интерес для анализа задержки систем передачи данных. В тоже время нельзя получить решения для 
задержки в конечном виде в общем случае при произвольных законах распределений входного потока и времени 
обслуживания. Поэтому важны исследования таких систем для частных случаев входных распределений. Рассмотрена 
задача вывода решения для средне задержки в очереди в замкнутой форме для двух систем с обычными и со сдвинутыми 
гиперэрланговскими и эрланговскими входными распределениями.  

Цель работы. Получение решения для основной характеристики системы – средней задержки требований в очереди для 
двух систем массового обслуживания типа G/G/1 с обычными и со сдвинутыми гиперэрланговскими и эрланговскими 
входными распределениями. 

Метод. Для решения поставленной задачи использован метод спектрального разложения решения интегрального 
уравнения Линдли. Данный метод позволяет получить решение для средней задержки ожидания для рассматриваемых 
систем в замкнутой форме. Метод спектрального разложения решения интегрального уравнения Линдли играет важную 
роль в теории систем G/G/1. Для практического применения полученных результатов использован известный метод 
моментов теории вероятностей. 

Результаты. Впервые получены спектральные разложения решения интегрального уравнения Линдли для двух систем, 
с помощью которых выведены расчетные выражения для средней задержки в очереди в замкнутой форме. Тем самым 
построены математические модели задержки требований в очереди для этих систем. 

Выводы. Полученные формулы расширяют и дополняют известную формулу теории массового обслуживания для 
среднего времени ожидания для систем G/G/1 с произвольными законами распределений входного потока и времени 
обслуживания. Такой подход позволяет рассчитать среднюю задержку для указанных систем в математических пакетах для 
широкого диапазона изменения параметров трафика.  

Кроме средней задержки, такой подход дает возможность определить и моменты высших порядков задержки. Учитывая 
тот факт, что вариация задержки пакетов (джиттер) в телекоммуникациях определяется как разброс задержки от ее среднего 
значения, то джиттер можно будет определить через дисперсию задержки.  

Полученные результаты публикуется впервые. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: эрланговский и гиперэрланговский законы распределения, интегральное уравнение Линдли, 

метод спектрального разложения, преобразование Лапласа. 
 

СОКРАЩЕНИЯ 
ИУЛ – интегральное уравнение Линдли; 
СМО – система массового обслуживания; 
ФРВ – функция распределения вероятностей. 

 
НОМЕНКЛАТУРА 

cλ  – коэффициент вариации интервалов 
поступлений требований; 

cμ  – коэффициент вариации времени 
обслуживания; 

E2 – распределение Эрланга второго порядка; 

2E−  – сдвинутое распределение Эрланга второго 
порядка; 

fλ(t) – функция плотности распределения 
интервалов между поступлениями требований; 

fµ(t) – функция плотности распределения времени 
обслуживания; 

*( )F sλ  – преобразование Лапласа функции fλ(t); 

*( )F sμ  – преобразование Лапласа функции fµ(t); 
HE2 – гиперэрланговское распределение второго   

порядка; 

2HE−  – сдвинутое гиперэрланговское 
распределение второго порядка; 

G – произвольный закон распределения; 
M – экспоненциальный закон распределения; 
W  – средняя задержка в очереди; 

*( )W s  – преобразование Лапласа функции 
плотности задержки; 

1λ  – первый параметр гиперэрланговского 
распределения входного потока; 

2λ  – второй параметр гиперэрланговского 
распределения входного потока; 

µ – параметр эрланговского распределения 
времени обслуживания; 

ρ  – коэффициент загрузки системы; 

87



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 1 

 
 

© Тарасов В. Н., 2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-1-9 

λτ  – средний интервал между поступлениями 
требований; 

2
λτ  – второй начальный момент интервала между 

поступлениями требований; 

μτ  – среднее время обслуживания; 

2
μτ  – второй начальный момент времени 

обслуживания; 
( )s+Φ  – преобразование Лапласа ФРВ задержки; 

( )ψ s+  – первая компонента спектрального 
разложения; 

( )s−ψ  – вторая компонента спектрального 
разложения. 

ВВЕДЕНИЕ 
Настоящая статья посвящена анализу систем 

массового обслуживания, образованными обычными 
и сдвинутыми гиперэрланговскими (HE2) и 
эрланговскими (E2) распределениями. В открытом 
доступе автору не удалось обнаружить результаты 
для среднего времени ожидания требований в очереди 
в таких СМО. Как известно из теории массового 
обслуживания, средняя задержка является главной 
характеристикой для любых СМО. По этой 
характеристике, например, оценивают задержки 
пакетов в сетях пакетной коммутации при их 
моделировании с помощью СМО, а также она 
востребована при проектировании различных систем 
передачи данных. Рассматриваемые СМО с 
обычными и сдвинутыми входными распределениями 
относятся к общему типу систем G/G/1, для которых 
нет конечного решения. 

В теории массового обслуживания исследования 
систем G/G/1 актуальны в связи с тем, что они 
активно используются в современной теории 
телетрафика, к тому же нельзя получить решения для 
таких систем в конечном виде для общего случая. 
Законы распределений Вейбулла или Гамма наиболее 
общего вида, известные из курса теории 
вероятностей, которые обеспечивают диапазон 
изменения коэффициентов вариаций описываемых 
случайных величин от 0 до ∞ в зависимости от 
величины их параметров, не позволяют их 
использовать в теории массового обслуживания. 
Поэтому остается использовать различные частные 
законы распределений. 

В исследовании систем G/G/1 важную роль играет 
метод спектрального разложения решения 
интегрального уравнения Линдли и большинство 
результатов в теории массового обслуживания 
получены именно с помощью данного метода. 

В работе автора [1] приведены результаты по 
исследованию систем со сдвинутыми вправо от 
нулевой точки гиперэкспоненциальными и 
экспоненциальными входными распределениями, 
полученные с помощью метода спектрального 

разложения решения интегрального уравнения 
Линдли (ИУЛ). Результаты данной работы позволили 
развить теорию данного метода также на 
гиперэрланговское распределение [2]. 

При дальнейшем использовании метода 
спектрального разложения решения ИУЛ будем 
придерживаться подхода и символики автора 
классики теории массового обслуживания [3]. 

Объектом исследования является СМО типа 
G/G/1. 

Предметом исследования является среднее время 
ожидания в системах HE2/E2/1 и 2 2HE / E /1− − . 

Целью работы является получение решения в 
замкнутой форме для основной характеристики 
системы – средней задержки требований в очереди 
для вышеперечисленных СМО.  

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
В работе ставится задача нахождения решения для 

средней задержки требований в очереди в СМО 
HE2/E2/1 и 2 2HE / E /1− − . Для решения задачи 
необходимо вначале построить для указанных систем 
спектральные разложения вида 

( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /F s F s s sλ μ + −− ⋅ − = ψ ψ , где ( )ψ s+  и 

( )ψ s−  некоторые рациональные функции от s, 
которые возможно разложить на множители. 
Функции ( )s+ψ  и ( )s−ψ  должны удовлетворять 
следующим условиям согласно [3]: 

– для ( )Re s 0>  функция ( )s+ψ  является 
аналитической без нулей в этой полуплоскости; 

– для ( )Re s D<  функция ( )s−ψ  является 
аналитической без нулей в этой полуплоскости, 
где D – некоторая положительная константа, 

определяемая из условия: 
( )

lim Dtt

a t

e−→∞
< ∞ . 

 (1) 

Кроме того, функции ( )s+ψ  и ( )s−ψ  должны 
удовлетворять следующим условиям: 

( )
( )

s ,Re 0

ψ
lim 1;

s

s
s
+

→∞ >
=  

( )
( )

,Re

ψ
lim 1

s s D

s
s
−

→∞ <
= − .  (2) 

2 ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР 
Метод спектрального разложения решения 

интегрального уравнения Линдли впервые подробно 
представлен в классике теории массового 
обслуживания [3], а впоследствии применялся во 
многих работах, включая [4, 5]. Аналогичный подход 
к решению ИУЛ используется в русскоязычной 
литературе, где вместо термина «спектральное 
разложение» использована факторизация, а вместо 
функций ( )sψ+  и ( )sψ−  – компоненты 

факторизации ( ),z t+ω  и ( ),z t−ω  функции 1 ( )z t− ⋅χ , 

где ( )tχ  – характеристическая функция случайной 
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величины ξ  с произвольной функцией распределения 
C(t), а z – любое число из интервала (–1, 1). 

Такой подход для получения конечных 
результатов для рассматриваемых систем менее 
удобен, чем подход, описанный в [3] и 
проиллюстрированный для лучшего понимания 
многочисленными примерами.  

Практическое применение метода спектрального 
разложения решения ИУЛ для исследования систем с 
различными входными распределениями показано в 
работах [6–9]. В то же время, научной литературе, 
включая web-ресурсы, автору не удалось обнаружить 
результаты по средней задержке для СМО, 
образованной гиперэрланговским и эрланговским 
распределениями 2-го порядка общего вида.  

Среди зарубежных публикаций следует выделить 
[10], в которой предложено рассматривать очередь 
запросов к Интернет ресурсам как очереди с 
запаздыванием во времени, но безотносительно к 
системам массового обслуживания. 

Аппроксимативные методы относительно законов 
распределений подробно описаны в работах [12–14], а 
похожие исследования в теории массового 
обслуживания в последнее время проведены в [15–24] 

3 МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
Для системы HE2/E2/1 законы распределения 

интервалов входного потока и времени обслуживания 
задаются функциями плотности вида: 

( ) ( )1 22 22 2
1 24 4 1t tf t p te p te− λ − λ

λ = λ + − λ ,       (3) 

( ) 2 24 tf t te− μ
μ = μ .                        (4) 

Решение для средней задержки требований в 
очереди для системы HE2/E2/1 будем строить на 
основе классического метода спектрального 
разложения решения ИУЛ, как это показано в [1, 2, 6–
9]. Такой подход позволяет определить не только 
среднее время ожидания, но и моменты высших 
порядков времени ожидания. С учетом определения 
вариации задержки – джиттера в телекоммуникациях 
как разброс времени ожидания от его среднего 
значения [10], тем самым получим возможность 
определения джиттера через дисперсию задержки. 

Преобразования Лапласа функций (3) и (4) будут 
соответственно: 

( ) ( )
2 2

* 1 2

1 2

2 21
2 2

F s p p
s sλ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ
= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ λ + λ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; 

( )
2

* 2
2

F s
sμ

⎛ ⎞μ
= ⎜ ⎟+ μ⎝ ⎠

. 

Тогда спектральное разложение решения ИУЛ 
для системы HE2/E2/1 

( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /F s F s s sλ μ + −− ⋅ − = ψ ψ  примет вид: 

( )
( ) ( )

2 2 2
1 2

1 2

2 2 21 1
2 2 2

s
p p

s s s s
+

−

⎡ ⎤ψ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ ⎛ ⎞μ⎢ ⎥= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ψ λ − λ − μ+⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
. 

Выражение, стоящее в квадратных скобках, введя 
промежуточные параметры 2 2

0 1 216a = λ λ , 

( )1 1 2 1 216 [ 1 ]a p p= λ λ λ + − λ , ( )2 2
2 1 24[ 1 ]a p p= λ + − λ  

представим в виде:  

( )

( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 2

1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1

2 2
1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 2

2 2
1 2

2
0 1 2

2 2
1 2

2 2
1

2 2

16 16 4

2 2

1 16 16 4

2 2

.
2 2

p p
s s

p s s

s s

p s s

s s

a a s a s

s s

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ⎢ ⎥+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ − λ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

λ λ − λ λ + λ
= +

λ − λ −

− λ λ − λ λ + λ
+ =

λ − λ −

− +
=

λ − λ −

 

Продолжая разложение, получим: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 1 2

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

5 4 3 2
4 3 2 1 0

2 2 2
1 2

1 2 3 4 5
2 2 2

1 2

4 ( )

2 2 (2 )

2 2 (2 )

2 2 (2 )

( )

2 2 (2 )
( )( )( )( )( )

.
2 2 (2 )

s a a s a s
s s s s

s s s

s s s

s s c s c s c s c s c

s s s
s s s s s s s s s s s

s s s

+

−

ψ μ − +
= −

ψ λ − λ − μ +

λ − λ − μ +
− =

λ − λ − μ +

− − − − − −
= =

λ − λ − μ +

− + + − − −
=

λ − λ − μ +

 

Окончательно, спектральное разложение решения 
ИУЛ для системы HE2/E2/1 имеет вид: 

( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 4 5
2 2 2

1 2

( )( )( )( )( )

2 2 (2 )

s s s s s s s s s s s s
s s s s

+

−

ψ − + + − − −
=

ψ λ − λ − μ +
.  (5) 

Исследование многочлена в числителе этого 
разложения и определение его корней, является 
основным моментом метода спектрального 
разложения решения ИУЛ. Поэтому выпишем 
многочлен пятой степени в числителе разложения.  

5 4 3 2
4 3 2 1 0s c s c s c s c s c− − − − −               (6) 

Его коэффициенты, собранные с помощью 
символьных операций Mathcad, равны:  

2
0 1 1 2 1 2 1 24 64 [ ( ) ]c a= − μ + μλ λ μ λ + λ −λ λ , 

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 24 16[ ( ) ] 64 ( )c a= μ − μ λ +λ +λ λ − μλ λ μ−λ −λ , 

2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 216[( )( ) ( ) 16 4 ]c = λ +λ λ λ +μ −μ λ +λ + λ λ − μλ λ , 
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2 2 2
3 1 2 1 2 1 24[ 4 ( ) 4c = − λ + λ +μ − μ λ + λ − λ λ , 

4 1 24( )c = λ + λ −μ . 

Многочлен (6) имеет два действительных 
отрицательных корня 1 2,s s− −  и три положительных 
корня 3 4 5, ,s s s  (либо вместо последних один 
действительный положительный и два комплексно 
сопряженных с положительной вещественной частью) 
в случае стабильной системы, т.е. когда 

/ 1μ λρ = τ τ < . Исследование знака младшего 

коэффициента 0c  показывает, что 0 0c >  всегда в 
случае стабильной системы, когда 0 1< ρ < . С учетом 
знака минус перед 0c  в многочлене (6) это также 
подтверждает предположение о наличии таких корней 
многочлена. 

Далее, с учетом условий (1) и (2) строим 
рациональные функции ( )s+ψ  и ( )s−ψ : 

2
1 2( ) ( )( ) / (2 )s s s s s s s+ψ = + + μ + , т.к. нули 

многочлена (7): 0s = , 1s s= − , 2s s= −  и двукратный 
полюс 2s = − μ  лежат в области Re( 0)s ≤ , 

( ) ( )2 2
1 2

3 4 5

2 2
( )

( )( )( )
s s

s
s s s s s s−
λ − λ −

ψ = −
− − −

, т.к. ее нули и полюсы 

лежат в области ( )Re s D> , определенной условием 
(1). Выполнение условий (1) и (2) спектрального 
разложения для построенных функций ( )s+ψ  и 

( )s−ψ  очевидно, что также подтверждается 
рисунком 1. 

 
Рисунок 1 – Нули и полюсы функции ( ) ( )ψ / ψs s+ −  для 

системы HE2/E2/1 

При построении этих функций удобнее нули и 
полюса отношения ( ) ( )ψ / ψs s+ −  отметить на 
комплексной s – плоскости для исключения ошибок 
построения функций ( )ψ s+  и ( )ψ s− . На рисунке 
полюсы отмечены крестиками, а нули – кружками.  

Далее по методике спектрального разложения 
найдем константу К: 

( ) ( )
( )

1 2 1 2
2 20 0

( )
lim lim

42s s

s s s s s s s
K

s s
+

→ →

ψ + +
= = =

μ+ μ
, 

где 1 2,s s  – абсолютные значения отрицательных 
корней 1 2,s s− − . Постоянная K определяет 

вероятность того, что поступающее в систему 
требование застает ее свободной. 

Для нахождения преобразования Лапласа функции 
плотности задержки построим функцию  

( ) ( )
2

1 2
2

1 2

( 2 )
4 ( )( )

s s sKs
s s s s s s

+
+

+ μ
Φ = =

ψ μ + +
. 

Отсюда преобразование Лапласа функции 
плотности задержки ( )*( )W s s s+= ⋅Φ  будет равно  

( ) ( )
( )( )

2
1 2*

2
1 2

2

4

s s s
W s

s s s s

+ μ
=

μ + +
.               (7) 

Для нахождения средней задержки найдем 
производную от функции ( )*W s  со знаком минус в 
точке s = 0: 

( )*

0
1 2

1 1 1|
μs

dW s
ds s s=− = + − . 

Окончательно, средняя задержка для системы 
HE2/E2/1 

1 2

1 1 1
μ

W
s s
+ −= .                           (8) 

Из выражения (7) при необходимости также 
можно определить моменты высших порядков 
времени ожидания, например вторая производная от 
преобразования (7) в точке 0s =  дает второй 
начальный момент времени ожидания, что позволяет 
определить дисперсию времени ожидания, 
следовательно и джиттер. 

Для практического применения выражения (8) 
необходимо определить числовые характеристики 
распределений (3) HE2 и E2 (4).  

Для этого воспользуемся свойством 
преобразования Лапласа воспроизведения моментов и 
запишем начальные моменты до второго порядка для 
распределения (3): 

( )
1 2

1 pp
λ

−
τ = +

λ λ
,                             (9) 

( )2
2 2
1 2

13
2

pp
λ

⎡ ⎤−
τ = +⎢ ⎥

λ λ⎢ ⎥⎣ ⎦
.                       (10) 

Рассматривая равенства (9) и (10) как запись 
метода моментов, найдем неизвестные параметры 
распределения (3) 1 2, , pλ λ . Система двух уравнений 
(9), (10) при этом является не доопределенной, 
поэтому к ней добавим выражение для квадрата 
коэффициента вариации: 
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2 2
2

2
( )

( )
c λ λ
λ

λ

τ − τ
=

τ
,                        (11) 

как связующее условие между (9) и (10). Кроме того, 
коэффициент вариации будем использовать в 
расчетах в качестве входного параметра системы. 
Исходя из вида уравнения (9) положим 

1 2 /p λλ = τ , 2 2(1 ) /p λλ = − τ            (12) 

и потребуем выполнения условия (11). Подставив 
выражения (9), (10) и частное решение (12) в (11), 
получим уравнение четвертой степени относительно 
параметра p: 2 2 2(1 )[8(1 ) 8(1 ) 3] 0p p c p c pλ λ− + − + + = . 
Отбросив тривиальные решения 0p =  и 1p = , 
получим квадратное уравнение 

2 2 28(1 ) 8(1 ) 3 0c p c pλ λ+ − + + = , решив которое 
выберем для однозначности больший корень: 

2

2
2(1 ) 31

2 8(1 )
c

p
c
λ

λ

+ −
= +

+
.                       (13) 

Отсюда следует, что коэффициент вариации 
1 / 2cλ ≥ . Таким образом, получено решение 

системы уравнений (9) и (10). 

Таким образом, гиперэрланговский закон 
распределения второго порядка может определяться 
полностью двумя первыми моментами и перекрывать 
весь диапазон изменения коэффициента вариации от 
1/ 2  до ∞ , что шире, чем у 
гиперэкспоненциального распределения (1, )∞ . 

Для распределения (4) числовые характеристики 
равны 1 /μτ = μ , 1 / 2cμ = . 

Величины λτ , μτ , cλ , cμ , определенные выше, 
будем считать входными параметрами для расчета 
среднего времени ожидания для системы HE2/E2/1. 
Тогда алгоритм расчета сведется к 
последовательному определению параметров 
распределения (4) из выражений (13), (12) и к 
нахождению нужных корней многочлена (6), а затем к 
использованию расчетного выражения (8). 

Далее рассмотрим принципиально отличающуюся 
от исследованной СМО систему HE2/E2/1. Для 
системы HE2/E2/1 со сдвинутыми законами 
распределений интервалов поступлений и времени 
обслуживания эти законы задаются функциями 
плотности вида: 

( ) ( )1 0 2 02 ( ) 2 ( )2 2
1 0 2 0 0

0

4 ( ) 4 1 ( ) , ,
0, 0 ,

t t t tp t t e p t t e t tf t
t t

− λ − − λ −

λ
⎧ λ − + − λ − >⎪= ⎨

≤ ≤⎪⎩
(14) 

( ) ( ) ( )02
0

0

2
0 ,4 ,

0, 0 .

t tt t ef t t t
t t

− μ −

μ
⎧ μ −⎪= >

≤
⎨

≤⎪⎩
           (15) 

Такую СМО в отличие от обычной системы 
обозначим как 2 2HE / E /1− − . Для определения 
среднего времени ожидания для такой системы 
предварительно докажем следующее утверждение. 

Утверждение. Спектральные разложения решения 
ИУЛ ( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /F s F s s sλ μ + −− ⋅ − = ψ ψ  для систем 

2 2HE / E /1− −  и HE2/E2/1 полностью совпадают и 
имеют вид (5). 

Доказательство. Преобразования Лапласа 
функций (14) и (15) будут соответственно: 

( ) ( ) 0

2 2
* 1 2

1 2

2 21
2 2

t sF s p p e
s s

−
λ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ⎢ ⎥= + − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ λ + λ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
, 

( ) 0

2
* 2

2
t sF s e

s
−

μ
⎛ ⎞μ

= ⎜ ⎟+ μ⎝ ⎠
. 

Спектральное разложение решения ИУЛ для 
системы 2 2HE / E /1− −  

( ) ( ) ( ) ( )* * 1 /F s F s s sλ μ + −− ⋅ − = ψ ψ  примет вид: 

( )
( ) ( )

( )

0

0

2 2
1 2

1 2

2

2 2 2
1 2

1 2

2 2
1

2 2

2 1
2

2 2 21 1.
2 2 2

t s

t s

s
p p e

s s s

e
s

p p
s s s

+

−

−

⎡ ⎤ψ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ⎢ ⎥= + − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟ψ λ − λ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞μ
× − =⎜ ⎟μ +⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ λ ⎛ ⎞μ⎢ ⎥= + − ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ − λ − μ +⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

Здесь экспоненты из-за противоположных знаков 
обнуляются и тем самым операция сдвига 
нивелируется. Дальнейшее разложение последнего 
выражения приведет к виду (5), как это было 
проделано для обычной системы HE2/E2/1. 
Следовательно, спектральные разложения для систем 

2 2HE / E /1− −  и HE2/E2/1 полностью совпадают и 
имеют вид (5). Утверждение доказано. 

Таким образом, по системе 2 2HE / E /1− −  мы 
полностью можем воспользоваться полученными 
выше результатами для системы HE2/E2/1, но с 
измененными числовыми характеристик сдвинутых 
распределений (14) и (15). 

Определим числовые характеристики интервала 
между поступлениями требований и времени 
обслуживания для новой системы 2 2HE / E /1− − . Для 
этого воспользуемся преобразованием Лапласа 
функций (14) и (15). 
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Определим числовые характеристики 
распределения (14). Значение первой производной 
функции *( )F sλ  со знаком минус в точке s=0 равно  

( )*
1 1

1 2 0
0

(1 )
s

dF s
p p t

ds
λ − −

=

− = λ + − λ + . 

Отсюда среднее значение интервалов между 
соседними требованиями входного потока будет 
равно  

1 1
1 2 0(1 )p p t− −

λτ = λ + − λ + .               (16) 

Значение второй производной функции *( )F sλ  в 
точке s=0 дает второй начальный момент интервала 
поступления  

2 2
0 0 2 2

1 2 1 2

(1 ) 3 3(1 )2 [ ]
2 2

p p p pt tλ
− −

τ = + + + +
λ λ λ λ

.     (17) 

Отсюда квадрат коэффициента вариации 
интервалов поступления: 

2 2
2 1 2 1 2 1 2

2
1 1 2 0 1 2

2 ( ) (1 2 )( )
2[ ( ) ]
p p p

c
p t

λ
λ − λ λ −λ + − λ −λ

=
λ − λ −λ + λ λ

. (18) 

Определим числовые характеристики 
распределения (15). Среднее время обслуживания в 
системе 2 2HE / E /1− −  равно 

1
0t

−
μτ = μ + .                              (19) 

Второй начальный момент времени 
обслуживания равен 

2 2 0
0 2

2 3
2

t
tμτ = + +

μ μ
.                       (20) 

Отсюда коэффициент вариации времени 
обслуживания будет равен 

( ) 1
0[ 2 1 ]c t −

μ = +μ                        (21) 

Заметим, что коэффициенты вариации 0cλ >  и 

1 / 2cμ <  при параметре сдвига 0 0t > . Таким 

образом, очевидно, что система 2 2HE / E /1− −  
относится к типу G/G/1 и диапазон ее применимости 
расширится по сравнению с обычной системой. 

Рассматривая выражения (16)–(21) как форму 
записи метода моментов, найдем неизвестные 
параметры распределения (14) и (15): 1 2, , pλ λ , 0 ,t μ . 
Нахождение параметров распределения (14) 1 2, , pλ λ  
будет аналогичным нахождению этих параметров для 
распределения (3). Теперь исходя из вида уравнения 
(16) положим  

1 02 / ( )p tλλ = τ − , 2 02(1 ) / ( )p tλλ = − τ −          (22) 

и потребуем выполнения условия (18). Подставив 
частное решение (22) в (18) решаем полученное 
уравнение четвертой степени относительно 
параметра p с учетом условия 0 1p< <  и выберем 
нужное решение 

2
0

2 2 2
0

3( )1 1
2 4 8[( ) ]

t
p

t c
λ

λ λ λ

τ −
= + −

τ − + τ
, 

а затем определяем из (22) параметры 1λ  и 2λ . 
Теперь определим параметр распределения (15) µ 

из (19) и получим значение 01/ ( )tμμ = τ − . Отсюда 
диапазон изменения параметра сдвига составит 

00 t μ< < τ .  

Задавая значения λτ , μτ , cλ , cμ , 0t   в качестве 
входных параметров системы, таким образом 
определяем известным методом моментов все 
неизвестные параметры распределений (14) и (15). 

Теперь рассмотрим влияние параметра сдвига на 
коэффициенты вариаций распределений. Для 
обычного распределения HE2, как следует из 
выражений (9)–(11), получим: 

2 2
2 1 2 1 2 1 2

2
1 1 2

2 ( ) (1 2 )( )
2[ ( )]

p p p
c

p
λ

λ − λ λ −λ + − λ −λ
=

λ − λ −λ
. 

Сравнивая последнее выражение с (18) 
убеждаемся, что параметр сдвига во времени 0 0t >  
уменьшает коэффициент вариации интервалов 

поступлений в 0 1 2

1 2
1

[ (1 ) ]
t

p p
λ λ

+
λ − + λ

 раз. Аналогично 

для эрланговского закона времени обслуживания, 
параметр сдвига уменьшает коэффициент вариации 
времени обслуживания в 01 t+μ  раз. Учитывая 
квадратичную зависимость средней задержки от 
коэффициентов вариаций интервалов поступлений и 
времени обслуживания, убеждаемся в том, что 
введение параметра сдвига в законы распределения, 
уменьшает среднее время ожидания в очереди в СМО. 

4 ЭКСПЕРИМЕНТЫ 
Ниже в табл. 1 приведены данные расчетов для 

системы HE2/E2/1 для случаев малой, средней и 
высокой нагрузки 0,1; 0,5; 0,9ρ = .  

Заметим, что эта система определена для 
1 / 2cλ ≥  и 1 / 2cμ = . Данные расчетов для 

системы HE2/E2/1 сравниваются с результатами 
близкой системы H2/E2/1. Прочерки означают, что при 
данных параметрах система H2/E2/1 не применима. 

 
 
 

92



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 1 

 
 

© Тарасов В. Н., 2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-1-9 

Таблица 1 – Результаты экспериментов для СМО HE2/E2/1 

Входные 
параметры Средняя задержка 

ρ cλ
 для системы 

HE2/E2/1 
для системы 

H2/E2/1 
0,71 0,017 – 
1,0 0,027 0,083 
2,0 0,047 0,141 0,1 

4,0 0,056 0,171 
0,71 0,392 – 
1,0 0,605 0,751 
2,0 1,536 1,764 0,5 

4,0 3,687 4,082 
0,71 4,377 – 
1,0 6,605 6,752 
2,0 20,222 20,016 0,9 

4,0 74,870 73,321 

 

Коэффициент загрузки ρ  в обеих таблицах 
определяется отношением средних интервалов 

/μ λρ = τ τ . Расчеты, приведенные в табл. 1 и 2 
проведены для нормированного времени 
обслуживания 1μτ = . 

В табл. 2 приведены данные расчетов для системы 

2 2HE / E /1− −  при 2cλ =  также для случаев малой, 
средней и высокой нагрузки.  

Таблица 2 – Результаты экспериментов для СМО 

2 2HE / E /1− −  

Входные параметры Средняя задержка 

ρ μc  0t  
для 

системы

2 2/E 1HE /− −   

для 
системы 
HE2/E2/1 

0,071 0,9 0,000 
0,354 0,5 0,007 
0,636 0,1 0,035 0,1 

0,706 0,001 0,047 

0,047 

0,071 0,9 0,005 
0,354 0,5 0,309 
0,636 0,1 1,249 0,5 

0,706 0,001 1,533 

1,536 

0,071 0,9 0,589 
0,354 0,5 15,337 
0,636 0,1 19,421 0,9 

0,706 0,001 20,214 

20,222 

Система 2 2HE / E /1− −  определена и для 1cλ < , 
например при 0 0,99t = , 0,9ρ = , 0,1cλ = , 
коэффициент вариации 0,007cμ =  по формуле (21), а 

средняя задержка равно 30,17 10W −= ⋅ , т.е. 
уменьшается почти до нуля с наименьшего значения 
4,377 единиц времени в табл. 1.  

 
 
 

5 РЕЗУЛЬТАТЫ 
В работе получены спектральные разложения 

решения интегрального уравнения Линдли для двух 
систем HE2/E2/1 и 2 2HE / E /1− − , с помощью которых 
выведена расчетная формула для средней задержки в 
очереди для этих систем в замкнутой форме.  

6 ОБСУЖДЕНИЕ 
Результаты табл. 1 подтверждают полную 

адекватность построенной математической модели 
для средней задержки требований в очереди для 
обычной системы HE2/E2/1. 

Данные табл. 2 полностью подтверждают 
сделанные выше предположения о среднем времени 
ожидания в системе с запаздыванием. Кроме того, с 
уменьшением параметра сдвига t0 средняя задержка в 
очереди в системе с запаздыванием стремится к 
значению этого времени в обычной системе, что 
дополнительно подтверждает адекватность полу-
ченных результатов для обеих рассматриваемых 
систем. 

Диапазон изменения параметров у системы 

2 2HE / E /1− −  шире, чем у системы HE2/E2/1, поэтому 
указанные системы с успехом могут быть применены 
в современной теории телетрафика. Результаты 
проведенных экспериментов подтверждают 
расширение диапазонов изменения параметров у 
системы с запаздыванием для 0cλ >  и 0 1/ 2cμ< < .   

ВЫВОДЫ 
Решена задача вывода формулы для средней 

задержки требований в очереди для рассмотренных 
систем. 

Научная новизна полученных результатов 
заключается в том, что получены спектральные 
разложения решения интегрального уравнения 
Линдли для рассматриваемых систем и с их помощью 
выведено расчетная формула для средней задержки 
требований в очереди для этих систем в замкнутой 
форме. Эта формула расширяет и дополняет 
известную незавершенную формулу теории массового 
обслуживания для среднего времени ожидания для 
систем типа G/G/1 с произвольными законами 
распределений входного потока и времени 
обслуживания.  

Практическое значение работы заключается в 
том, что построены математические модели задержки 
требований в очереди для двух систем, которые 
протестированы с помощью численного моде-
лирования в математическом пакете Mathcad для 
широкого диапазона изменения параметров 
рассматриваемых систем. Эти результаты 
востребованы в современной теории телетрафика, а 
также в проектировании систем передачи данных 
различного назначения. 

Перспективы дальнейших исследований 
просматриваются в продолжении исследования 
систем G/G/1 с другими общими входными 
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распределениями и в расширении и дополнении 
известных формул для средней задержки.  
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЗАТРИМКИ НА ОСНОВІ СИСТЕМ З ГІПЕРЕРЛАНГІВСЬКИМИ I 
ЕРЛАНГІВСЬКИМИ РОЗПОДІЛАМИ  

 
AНОТАЦІЯ 

Актуальність. Дослідження систем G/G/1 в теорії масового обслуговування актуальні в зв’язку з тим, що такі системи 
становлять інтерес для аналізу затримки систем передачі даних. У той же час не можна отримати рішення для часу затримки 
в кінцевому вигляді в загальному випадку при довільних законах розподілів вхідного потоку і часу обслуговування. Тому є 
важливими дослідження таких систем для окремих випадків вхідних розподілів. Розглянуто задачу виведення рішення для 
середньої затримки в черзі у замкнутій формі для двох систем зі звичайними і з зсунутими гиперерлангівськими і 
ерлангівськими вхідними розподілами. 

Мета роботи. Отримання рішення для основної характеристики системи – середньої затримки вимог в черзі для двох 
систем масового обслуговування типу G/G/1 зі звичайними і з зсунутими гиперерлангівським і ерлангівським вхідними 
розподілами. 

Метод. Для вирішення поставленого завдання був використаний класичний метод спектрального розкладання розв'язку 
інтегрального рівняння Ліндлі. Цей метод дозволяє отримати рішення для середньої затримки для розглянутих систем у 
замкнутій формі. Метод спектрального розкладання розв’язку інтегрального рівняння Ліндлі грає важливу роль у теорії 
систем G/G/1. Для практичного застосування отриманих результатів було використано відомий метод моментів теорії 
ймовірностей. 

Результати. Вперше отримано спектральні розкладання розв’язку інтегрального рівняння Ліндлі для двох систем, за 
допомогою яких виведені розрахункові формули для середньої затримки в черзі в замкнутій формі. 

Висновки. Отримано спектральні розкладання розв’язку інтегрального рівняння Ліндлі для розглянутих систем, та з їх 
допомогою виведені розрахункові формули для середньої затримки в черзі для цих систем в замкнутій формі. Ці формули 
розширюють і доповнюють відомі формули теорії масового обслуговування для середньої затримки для систем G/G/1 з 
довільними законами розподілів вхідного потоку і часу обслуговування. Такий підхід дозволяє розрахувати середньої 
затримки для зазначених систем в математичних пакетах для широкого діапазону зміни параметрів трафіку. Всі інші 
характеристики систем є похідними часу очікування. 

Крім середнього часу очікування, такий підхід дає можливість також визначити моменти вищих порядків часу 
очікування. З огляду на той факт, що варіація затримки пакетів (джиттер) в телекомунікації визначається як дисперсія 
затримки від його середнього значення, то джиттер можна буде визначити через дисперсію затримки.  

КЛЮЧОВІ СЛОВА: ерлангівський та гіперерлангівський закони розподілу, інтегральне рівняння Ліндлі, метод 
спектрального розкладання, перетворення Лапласа. 
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MATHEMATICAL DELAY MODEL BASED ON SYSTEMS WITH HYPERERLANGIAN AND ERLANGIAN 
DISTRIBUTIONS 

Tarasov V. N. – Dr. Sc., Professor, Head of Department of Software and Management in Technical Systems of Volga State 
University of Telecommunications and Informatics, Samara, Russian Federation. 

 
ABSTRACT 

Context. Studies of G/G/1 systems in queuing theory are relevant because such systems are of interest for analyzing the delay of 
data transmission systems. At the same time, it is impossible to obtain solutions for the delay in the final form in the general case for 
arbitrary laws of distribution of the input flow and service time. Therefore, it is important to study such systems for particular cases 
of input distributions. We consider the problem of deriving a solution for the average queue delay in a closed form for two systems 
with ordinary and shifted hypererlangian and erlangian input distributions. 

Objective. Obtaining a solution for the main characteristic of the system – the average delay of requests in the queue for two 
queuing systems of the G/G/1 type with ordinary and with shifted hypererlangian and erlangian input distributions. 

Method. To solve this problem, we used the classical method of spectral decomposition of the solution of the Lindley integral 
equation. This method allows to obtaining a solution for the average delay for systems under consideration in a closed form. The 
method of spectral decomposition of the solution of the Lindley integral equation plays an important role in the theory of systems 
G/G/1. For the practical application of the results obtained, the well-known method of moments of probability theory is used. 

Results. For the first time, spectral expansions of the solution of the integral Lindley equation for two systems are obtained, with 
the help of which calculation formulas for the average delay in a queue in a closed form are derived. Thus, mathematical models of 
queuing delay for these systems have been built. 

Conclusions. These formulas expand and supplement the known queuing theory formulas for the average delay G/G/1 systems 
with arbitrary laws distributions of input flow and service time. This approach allows us to calculate the average delay for these 
systems in mathematical packages for a wide range of traffic parameters. In addition to the average delay, such an approach makes it 
possible to determine also moments of higher orders of waiting time. Given the fact that the packet delay variation (jitter) in 
telecommunications is defined as the spread of the delay from its average value, the jitter can be determined through the variance of 
the delay.  

KEYWORDS: hypererlangian and erlangian distribution laws, Lindley integral equation, spectral decomposition method, 
Laplace transform.  
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ABSTRACT 
Context. In most clustering (classification without a teacher) tasks associated with real data processing, the initial information is 

usually distorted by abnormal outliers (noise) and gaps. It is clear that “classical” methods of artificial intelligence (both batch and 
online) are ineffective in this situation.The goal of the paper is to propose the procedure of fuzzy clustering of incomplete data using 
credibilistic approach and similarity measure of special type. 

Objective. The goal of the work is credibilistic fuzzy clustering of distorted data, using of credibility theory. 
Method. The procedure of fuzzy clustering of incomplete data using credibilistic approach and similarity measure of special type 

based on the use of both robust goal functions of a special type and similarity measures, insensitive to outliers and designed to work 
both in batch and its recurrent online version designed to solve Data Stream Mining problems when data are fed to processing se-
quentially in real time.  

Results. The introduced methods are simple in numerical implementation and are free from the drawbacks inherent in traditional 
methods of probabilistic and possibilistic fuzzy clustering data distorted by abnormal outliers (noise) and gaps. 

Conclusions. The conducted experiments have confirmed the effectiveness of proposed methods of credibilistic fuzzy clustering 
of distorted data operability and allow recommending it for use in practice for solving the problems of automatic clusterization of 
distorted data. The proposed method is intended for use in hybrid systems of computational intelligence and, above all, in the prob-
lems of learning artificial neural networks, neuro-fuzzy systems, as well as in the problems of clustering and classification. 

KEYWORDS: fuzzy clustering, distorted data, credibilistic fuzzy clustering, similarity measure. 
 

ABBREVIATIONS 
NN is a neural network; 
NFN is a neuro-fuzzy network; 
FCM is a fuzzy c-means method; 
CFC is a credibilistic fuzzy clustering. 

 
NOMENCLATURE 

X  is a data set matrix; 
X  is a distorted data set matrix; 

FX  is a data set matrix that contain all components; 

GX  is a data set matrix that contain components of 

observation vectors that are absent in X ; 

PX  is a data set matrix that contain the value of the 

components of the vectors-observation available in X ;  
k  is a number of the vectors-observation; 
i is a number components of the vectors-observation; 

( )x k  is a vector of observations; 
( )ix k  is a preprocessed original data;  
( ) ix k  is a value of the vectors-observation; 

l , q  is a number of cluster; 
( )qU k  is a membership level; 

Cl  is a cluster; 
D  is a Euclidean distance; 

PD  is a partial distance; 

97



e-ISSN 1607-3274   Радіоелектроніка, інформатика, управління. 2021. № 1 
p-ISSN 2313-688X  Radio Electronics, Computer Science, Control. 2021. № 1 

 
 

© Bodyanskiy Ye. V., Shafronenko A. Yu., Klymova I. N.,  2021 
DOI 10.15588/1607-3274-2021-1-10 

E  is a goal function; 
w  is a centriod of cluster; 

( )kη  is learning step parameter; 
( )qCr k  is fuzzy credibilistic membership level; 

σ  is a Cauchy distribution; 
( )i kδ  is a Lagrange indefinite multipliers; 

β  is a fuzzyfier. 
 

INTRODUCTION 
The problem of clustering (classification without a 

teacher) is an integral part of the general problem of Data 
Mining [1], for the solution of which many approaches, 
methods, and algorithms have been developed. Within the 
framework of this task, a special place is occupied by the 
problem of fuzzy clustering [2–4] which considers the 
situation when the classes being formed overlap, i.e. each 
observation can simultaneously belong to several or all 
classes. Within the framework of this subtask, two main 
approaches have been formed today: probabilistic [2], 
when the probability of its belonging to each of the possi-
ble classes is estimated for each observation, and the pos-
sibilistic [5], where the possibility (not probabilisty) of 
belonging to some of the classes is estimated. Both of 
these approaches are associated with solving the optimi-
zation problem (nonlinear programming) of the adopted 
goal functions and, in the general case, can lead to differ-
ent final results. Despite the rather serious mathematical 
basis of these approaches, they suffer from a number of 
significant drawbacks: so the probabilistic approach is 
very sensitive to “abnormal” observations, which are 
practically “blurred” with the same levels of membership 
in all clusters. 

The possibilistic approach, in turn, is associated with 
the so-called coincidence problem, when some clusters 
merge together, which generally does not allow splitting 
the processed sample into homogeneous groups – clusters. 

Both of these approaches process data in batch mode, 
i.e. it is assumed that the entire array of observations is 
given a priori and does not change during the analysis. If 
the data are fed online (Data Stream Mining task), the 
classical probabilistic and possibilstic algorithms of fuzzy 
clustering become unworkable. In this situation, the fore 
sequential algorithms based on gradient optimization of 
goal functions taken. Such online procedures have been 
developed both within the framework of probabilistic [6–
9] and possibilistic [8, 10] approaches and have proven 
their efficiency. 

In clustering problems related to the processing of real 
data, the initial information, as a rule, is distorted by ab-
normal outliers (noises) and gaps, and the number of these 
outliers and “holes” can be commensurate with the vol-
ume of “clean” data, while a situation is possible when all 
data are “dirty”. It is clear that “classical” methods (both 
batch and online) are ineffective in this situation. 

To combat anomalous outliers in fuzzy clustering 
problems, robust methods were proposed based on the use 
of both robust goal functions of a special type and similar-

ity measures insensitive to outliers and designed to oper-
ate both in batch [11, 12] and online [8, 13] modes. 

As for the presence of the gaps in observations, there 
was also developed a number of techniques (through 
probabilistic and possibilistic approaches) as a batch [14, 
15], and online [16]. And finally, in [17], a robust credibi-
lisic procedure for fuzzy clustering of data distorted by 
both outliers and gaps based on a similarity measure of a 
special type was introduced. 

The object of study is fuzzy clustering of data dis-
torted by both outliers and gaps. 

The subject of study is procedure for fuzzy clustering 
of data distorted by both outliers and gaps based on a si-
milarity measure of a special type. 

The purpose of the work is to introduce robust cre-
dibilisic procedure for fuzzy clustering of distorted data.  

 
1 PROBLEM STATEMENT 

The initial information for solving the problem of 
fuzzy clustering using any of the known approaches is a 
sample of observations (batch) formed by N  ( 1)n×  
vectors-observations { }(1), (2),..., ( ),..., ( ) nX x x x k x N R= ⊂  

where ( )1( ) ( ),..., ( ),..., ( ) T n
i nx k x k x k x k R= ∈  which in the 

self-learning mode has to be divided into mutually over-
lapping classes-clusters, while in the process of solving 
the problem for each observation ( )x k  the sample should 
be determined by its fuzzy membership level ( )qU k  to 
each of the possible clusters (1 ).qCl q m≤ ≤  It is also 
usually assumed that the original data are preprocessed 
(normalized, centered) so that 1 ( ) 1ix k− ≤ ≤  or 

( ) 1.x k =   
 

2 REVIEW OF THE LITERATURE 
Alternatively to probabilistic and possibilistic proce-

dures [18, 19] it was introduced credibilistic fuzzy clus-
tering approach using as its basis the credibility theory 
[20], and is largely devoid of the drawbacks of known 
methods. 

The most common approach within the framework of 
probabilistic fuzzy clustering is associated with minimiz-
ing the goal function [3]:  

 

( ) ( )2

1 1
( ), ( ) ( ),

N m
q q q q

k q
E U k w U k D x k wβ

= =
= ∑ ∑  (1)

 
with сonstraints 
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1
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q
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U k

U k N
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Solution of nonlinear programming problem using the 
method of Lagrange indefinite multipliers leads to the 
well-known result 
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coinciding with 2β =  with a popular method of Fuzzy C-
Means of J. Bezdek (FCM) [2]. 

If the data are fed to processing sequentially, the solu-
tion of the nonlinear programming problem (1), (2) using 
the Arrow-Hurwitz-Uzawa algorithm leads to an online 
procedure [8]: 
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The goal function of credibilistic fuzzy clustering has 

the form [18, 19] close to (1) 
 

( ) ( )2
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= =
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with “softer” than (2) сonstraints: 
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It should be noted that the goal functions (1) and (5) 

are similar and that there are no rigid probabilistic con-
straints in (6) on the sum of the membership in (2). 

In the procedures of credibilistic clustering, there is al-
so the concept of fuzzy membership, which is calculated 
using the neighborhood function of the form [21] 

 

( )( )( ) ( ),q q qU k D x k w= ϕ  (7)

monotonically decreasing on the interval [0, ]∞  so that 
(0) 1, ( ) 0.q qϕ = ϕ ∞ →   
Such a function is essentially an empirical similarity 

measure of [22] related to distance by the relation 
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Note also that earlier it was shown in [16] that the first 
relation (3) for 2β =  can be rewritten as  
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which is a generalization of the function (8) (for 2 1qσ =  
(8) coincides with (10)) and satifies all the conditions for 
(7). 

In batch form the algorithm of credibilistic fuzzy clus-
tering in the accepted notation can be written as [18, 19] 
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and in the online mode, taking into account (9), (10) [23]:  
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(12)

 

From the point of view of computational implementa-
tion, algorithm (12) is not more complicated than proce-
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dure (4) and, in the general case, is its generalization to 
the case of credibilistic approach to fuzzy clustering. 

 
3 MATERIALS AND METHODS 

In situations when an array of initial data 
{ }(1), (2)..., ( ),..., ( )X x x x k x N=  contains gaps (missing 

observations), the approach considered above cannot be 
used and requires significant modification. Thus, in [14], 
a modification of the FCM procedure based on the partial 
distance strategy was proposed. Within the framework of 
this strategy, three subarrays of data are introduced into 
consideration: 
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Further, the partial distance is introduced into consid-

eration in the form 
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Using the method of Lagrange indefinite multipliers, 
we obtain [14]:  
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In recurrent online form (15) can be rewritten as [24, 25] 
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Similarly, using the partial distance strategy, a batch 
procedure of credibilistic fuzzy clustering can be intro-
duced 
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and its online version: 
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It is easy to see that algorithm (18) is a generalization 

of procedure (12) for the case of processing data not dis-
torted by gaps. 

 
4 EXPERIMENTS 

To test the developed methods, as well as the analysis 
of translation over other more well-known approaches, 
the research was conducted using well-known test data 
sets of the UCI repository, such as Wine, Gas, Glass and 
Iris. Description of these data sets shown in Table 1.  

Each of the data sets has its own of Attributes Num-
ber, Data Number, Cluster Number and Data Sourse. 
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Table 1 – Data set description Data set, Data number, Attributes 
number, Cluster number, Data source 

 

Data 
set 

Data 
Number 

Attributes 
Number 

Cluster 
Number Data Source 

Wine 178 13 3 Forina et al.(1988) 
Gas 296 2 6 Box and Jenkins 

(1970) 
Glass 214 9 6 Maskey and Glass 

(1977) 
Iris 150 4 3 Fisher (1936) 

 

To assess the quality of data clustering, we used Sil-
houette index, Calinski-Harabasz index and Davis-
Baldwin index. The results of clustering Iris data set dem-
onstrated Table 3.  

5 RESULTS 
Of course, the quality of proposed method should be 

estimated. 
For this reason, we used the overall accuracy compari-

son of 100 experiments for different datasets and two 
clustering algorithms: fuzzy c-means method (FCM) and 
credibilistic fuzzy clustering (CFC). 
 

Table 2 – A comparison of 100 experiments for the other  
data set 

Overall accuracy Data set Clustering 
algorithm Highest Mean Variance 

FCM 68.54 68.54 0 Wine CFC 67.98 67.98 0 
FCM 49.53 49.08 0.01 

Glass CFC 44.86 44.86 0 
FCM 79.05 77.33 11.33 Gas CFC 68.58 68.55 0.01 
FCM 89.33 89.33 0 Iris CFC 91.33 90.06 0.04 

 
Credibilistic fuzzy clustering algorithm works not on-

ly with complete data, but also with data that containing 
missing values. To conduct experimental studies, we arti-
ficially have introduced 10 missing values into the Iris 
data set. Figure 1 demonstrates credibilistic fuzzy cluster-
ing (CFC) Iris data set with 10 missing values. 

 

 
Figure 1 – Credibilistic fuzzy clustering Iris data set with 10 

missing values 

Table 3 – Result of clustering Iris data set with different  
algorithms 

Clustering algorithm Silhouette 
index 

Calinski-
Harabasz 

index 

Davis-
Baldwin 

index 
Adaptive probabilistic 
fuzzy clustering data with 
missing values 

0.2326 921.58 1.28 

Adaptive possibilistic 
fuzzy clustering missing 
values 

0.2325 922.01 1.25 

Adaptive credibilistic 
fuzzy clustering missing 
values 

0.3335 965.42 1.05 

FCM 0.2354 986.39 1.23 
K-means 0.3676 1419.28 1.09 

6 DISCUSSION 
The result of clustering data sets shown in Table 2. As 

the table shows, the prepositional credibilistic fuzzy clus-
tering algorithm shows good results. 

Comparative data analysis was performed with previ-
ously proposed clustering methods data that containing 
missing values such as adaptive probabilistic fuzzy clus-
tering data with missing values, adaptive possibilistic 
fuzzy clustering missing values and classical algorithms 
FCM and K-means.  

Thus, the silhouette index shows how the average dis-
tance to the objects of cluster differs from the average 
distance to the objects of other clusters. This value is in 
the range [–1, 1]. Values close to –1 correspond to “bad” 
(disparate) types of clustering. Values close to zero indi-
cate that the clusters intersect and overlap. Values close to 
1 correspond to “dense” clearly selected clusters. Thus, 
the larger the silhouette, the clearer the clusters and they 
are compact, densely grouped clouds of points. As can see 
from the silhouette index, the data recovery method works 
quite well. The higher the value of the Calinski-Harabasz 
index, the better is the solution. In the Davis-Baldwin 
index, values close to zero indicate the best section, i.e. as  
can see, with almost all missing data, the distribution is 
“good”, so the method worked well. 

 
CONCLUSIONS 

The conducted experiments have confirmed the effec-
tiveness proposed methods of credibilistic fuzzy cluster-
ing of distorted data operability and allow recommending 
it for use in practice for solving the problems of automatic 
clusterization of distorted data The proposed method is 
intended for use in hybrid systems of computational intel-
ligence and, above all, in the problems of learning artifi-
cial neural networks, neuro-fuzzy systems, as well as in 
the problems of clustering and classification. 

The scientific novelty of obtained results is that the 
method of credibilistic fuzzy clustering of distorted data 
based on the partial distance strategy, that shows good 
results in comparative analyses with another methods, that 
“worked” with distorted data sets. 

The practical significance of obtained results is that 
analyze properties of the propose methods of credibilistic 
fuzzy clustering of distorted data. The experimental re-
sults allow to recommend the proposed methods for use in 
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practice for solving the problems of automatic clusteriza-
tion of distorted data. 

Prospects for further research methods of credibilis-
tic fuzzy clustering of distorted datafor a broad class of 
practical problems. 
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AНОТАЦІЯ 
Актуальність. У більшості завдань кластеризації (класифікації без вчителя), пов’язаних з обробкою реальних даних, 

початкова інформація, у тому чи іншому випадку як правило, спотворюється через аномальні викиди (збурення) та пропус-
ки. Зрозуміло, що «класичні» методи інтелектуального аналізу даних (як пакетні, так і онлайн) в цій ситуації неефективні. 
Метою роботи було запропонувати процедуру нечіткої кластеризації викривлених даних з використанням достовірного 
підходу та міри подібності спеціального типу, а також розробка метода достовірної нечіткої кластеризації спотворених да-
них із використанням теорії довіри, яка була би позбавлена недоліків імовірнісних і можливісних підходів кластеризації 
викривлених даних. 

Метод. Процедура нечіткої кластеризації неповних даних із використанням достовірного підходу та міри схожості спе-
ціального типу, заснована на використанні робастних цільових функцій спеціального типу, а також мір подібності, нечутли-
вих до викидів та призначених для роботи як у пакетній, так і в онлайн версії для вирішення проблем Data Stream Mining, 
коли дані надходять на обробку послідовно в режимі реального часу. 

Результати. Запропоновані методи є простими в чисельній реалізації та позбавлені недоліків, властивих традиційним 
методам імовірнісної та можливістної нечіткої кластеризації. 

Висновки. Проведені експериментальні дослідження підтвердили результативність та якість роботи запропонованих 
методів достовірної нечіткої кластеризації спотворених даних і дозволяють рекомендувати їх для використання на практиці 
для вирішення проблем автоматичної кластеризації викривлених даних.  Запропонований метод призначений для викори-
стання в гібридних системах обчислювального інтелекту і, перш за все, у проблемах навчання штучних нейронних мереж, 
нейро-фаззі систем, а також у завданнях кластеризації та класифікації. 

КЛЮЧОВІ СЛОВА: нечітка кластеризація, викривлені дані, достовірна нечітка кластеризація, міра подібності. 
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AННОТАЦИЯ 
Актуальность. В большинстве задач кластеризации (классификации без учителя), связанных с обработкой реальных 

данных, исходная информация в том или ином случае искажается аномальными выбросами (шумом) и пропусками. Понят-
но, что «классические» методы интеллектуального анализа данных (как пакетные, так и онлайн) в данной ситуации мало-
эффективны. Целью работы было предложить численно простую процедуру нечеткой кластеризации неполных данных с 
использованием достоверного подхода и меры подобия специального типа, которая была бы лишена недостатков вероятно-
стных и возможностных подходов кластеризации искаженных данных. 

Метод. Разработана процедура нечеткой кластеризации неполных данных с использованием достоверного подхода и 
меры подобия специального типа, основанная на использовании как робастных целевых функций специального типа, так и 
мер подобия, которые нечувствительны к выбросам и рассчитаны на работу как в пакетной, так и в онлайн - версии для ре-
шения проблем Data Stream Mining, когда данные поступают на обработку последовательно друг за другом, в режиме ре-
ального времени.  

Результаты. Представленные методы просты в численной реализации и лишены недостатков, присущих традиционным 
методам вероятностной и возможностной нечеткой кластеризации данных.  

Выводы. Проведенные экспериментальные исследования подтвердили работоспособность предложенных методов дос-
товерной нечеткой кластеризации искаженных выбросами и пропусками данных и позволяют рекомендовать их к использо-
ванию на практике для решения задач автоматической кластеризации искаженных данных. Предлагаемый метод предназна-
чен для использования в гибридных системах вычислительного интеллекта и, прежде всего, в задачах обучения искусствен-
ных нейронных сетей, нейро-фаззи системах, а также в задачах кластеризации и классификации. 
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